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В ɭɱɟбɧɨɦ ɩɨɫɨбɢɢ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɡадаɱɢ, ɤɨɬɨɪɵɟ в ɬɟɱɟɧɢɟ ɪɹда ɥɟɬ 
ɩɪɟдɥагаɥɢɫɶ ɧа ɥɟɤɰɢɹɯ ɢ ɫɟɦɢɧаɪɫɤɢɯ ɡаɧɹɬɢɹɯ ɩɨ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɟɯаɧɢɤɟ 
ɫɬɭдɟɧɬаɦ ɯɢɦɢɱɟɫɤɨгɨ ɮаɤɭɥɶɬɟɬа МГУ. В ɤаɠдɨɦ ɩаɪагɪаɮɟ ɩɪɢвɟдɟɧɵ 
ɨɫɧɨвɧɵɟ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɢɟ ɫвɟдɟɧɢɹ, ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɩɨдɪɨбɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ 
ɬɢɩɢɱɧɵɯ ɡадаɱ ɩɨ ɢɡɭɱаɟɦɨɣ ɬɟɦɟ ɢ даɧɵ ɡадаɱɢ дɥɹ ɫаɦɨɫɬɨɹɬɟɥɶɧɨгɨ 
ɪɟɲɟɧɢɹ. 

Уɱɟбɧɨɟ ɩɨɫɨбɢɟ ɩɪɟдɧаɡɧаɱɟɧɨ, ɩɪɟɠдɟ вɫɟгɨ, дɥɹ ɫɬɭдɟɧɬɨв 
ɯɢɦɢɱɟɫɤɢɯ ɮаɤɭɥɶɬɟɬɨв ɭɧɢвɟɪɫɢɬɟɬɨв, а ɬаɤɠɟ бɭдɟɬ ɩɨɥɟɡɧɨ ɫɬɭдɟɧɬаɦ 
ɟɫɬɟɫɬвɟɧɧɨ-ɧаɭɱɧɵɯ ɫɩɟɰɢаɥɶɧɨɫɬɟɣ, ɢɡɭɱаɸɳɢɦ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɦɟɯаɧɢɤɭ. 
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Пɪедɢɫɥɨвɢе 
Нɟɫɦɨɬɪɹ ɧа ɬɨ, ɱɬɨ ɤ ɧаɫɬɨɹɳɟɦɭ ɦɨɦɟɧɬɭ ɢɦɟɟɬɫɹ бɨɥɶɲɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬвɨ 

ɩɪɟɤɪаɫɧɵɯ ɡадаɱɧɢɤɨв ɩɨ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɟɯаɧɢɤɟ, ɢɫɩɨɥɶɡɨваɧɢɟ ɢɯ 
вɵɡɵваɟɬ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɵɟ ɬɪɭдɧɨɫɬɢ ɭ ɫɬɭдɟɧɬɨв ɧɟɮɢɡɢɱɟɫɤɢɯ ɫɩɟɰɢаɥɶɧɨɫɬɟɣ. 
Эɬɨ ɫвɹɡаɧɨ ɫ ɬɟɦ, ɱɬɨ ɢɦɟɸɳɢɟɫɹ ɭɱɟбɧɵɟ ɩɨɫɨбɢɹ ɩɨ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ 
ɦɟɯаɧɢɤɟ, ɤаɤ ɩɪавɢɥɨ, ɨɪɢɟɧɬɢɪɨваɧɵ ɧа ɮɢɡɢɤɨв ɢ ɦаɬɟɦаɬɢɤɨв, ɫɨдɟɪɠаɬ 
бɨɥɶɲɨɣ ɨбɴɟɦ ɦаɬɟɪɢаɥа ɢ ɱаɫɬɨ ɢɡɨбɢɥɭɸɬ ɫɥɨɠɧɵɦ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɦ 
аɩɩаɪаɬɨɦ. В ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɧɨɦ ɡадаɱɧɢɤɟ ɫɨвɟɪɲɟɧа ɩɨɩɵɬɤа ɡаɤɪɵɬɶ ɷɬɨɬ 
ɩɪɨбɟɥ. В ɧɟɦ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɡадаɱɢ, ɤɨɬɨɪɵɟ в ɬɟɱɟɧɢɟ ɪɹда ɥɟɬ ɩɪɟдɥагаɥɢɫɶ 
ɧа ɥɟɤɰɢɹɯ ɢ ɫɟɦɢɧаɪɫɤɢɯ ɡаɧɹɬɢɹɯ ɩɨ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɟɯаɧɢɤɟ ɫɬɭдɟɧɬаɦ 
ɯɢɦɢɱɟɫɤɨгɨ ɮаɤɭɥɶɬɟɬа МГУ. Задаɱɧɢɤ ɨɯваɬɵваɟɬ ɫɥɟдɭɸɳɢɟ ɪаɡдɟɥɵ 
ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɟɯаɧɢɤɢ: ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа, ɡадаɱа двɭɯ ɬɟɥ, ɥɢɧɟɣɧɵɟ 
ɤɨɥɟбаɧɢɹ, дɢɧаɦɢɤа ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа, ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ 
ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɹ, ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢ адɢабаɬɢɱɟɫɤɢɟ ɢɧваɪɢаɧɬɵ. 
В ɧаɱаɥɟ ɤаɠдɨгɨ ɩаɪагɪаɮа ɩɪɢвɨдɹɬɫɹ ɨɫɧɨвɧɵɟ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɢɟ ɫвɟдɟɧɢɹ, 
ɧɟɨбɯɨдɢɦɵɟ дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɡадаɱ. Заɬɟɦ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɩɨдɪɨбɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ 
ɬɢɩɢɱɧɵɯ ɡадаɱ ɩɨ ɢɡɭɱаɟɦɨɣ ɬɟɦɟ ɢ в ɡаɤɥɸɱɟɧɢɟ даɧɵ ɡадаɱɢ дɥɹ 
ɫаɦɨɫɬɨɹɬɟɥɶɧɨгɨ ɪɟɲɟɧɢɹ. Кɨ вɫɟɦ ɡадаɱаɦ дɥɹ ɫаɦɨɫɬɨɹɬɟɥɶɧɨгɨ ɪɟɲɟɧɢɹ 
даɧɵ ɨɬвɟɬɵ, ɧаɢбɨɥɟɟ ɫɥɨɠɧɵɟ ɡадаɱɢ ɫɧабɠɟɧɵ ɭɤаɡаɧɢɹɦɢ ɤ ɪɟɲɟɧɢɸ. Пɪɢ 
ɩɨдбɨɪɟ ɡадаɱ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɥɢɫɶ ɪаɡɥɢɱɧɵɟ ɢɫɬɨɱɧɢɤɢ, ɫɩɢɫɨɤ ɤɨɬɨɪɵɯ 
ɫɨдɟɪɠɢɬɫɹ в ɪаɡдɟɥɟ “Лɢɬɟɪаɬɭɪа”. В ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɯ бɨɥɟɟ ɩɨдɪɨбɧɨ, ɱɟɦ в 
ɨɫɧɨвɧɨɦ ɬɟɤɫɬɟ, ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧɨ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɢɟ ɨб ɢдɟаɥɶɧɵɯ ɫвɹɡɹɯ ɢ 
ɩɪɢвɟдɟɧɵ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɨɩɟɪаɰɢɣ в ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ 
ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦаɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.  

Пɪɢɫɭɬɫɬвɭɸɬ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹ ɩɨ ɢдɟаɥɶɧɵɦ ɫвɹɡɹɦ ɢ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɦ 
ɨɩɟɪаɬɨɪаɦ. Пɪɢвɟдɟɧɵ дɨɫɬаɬɨɱɧɨ ɩɨдɪɨбɧɵɟ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɟ вɵɤɥадɤɢ, 
ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɦɵ ɫɬаɪаɥɢɫɶ ɧɟ вɵɯɨдɢɬɶ ɡа ɪаɦɤɢ ɫɬаɧдаɪɬɧɵɯ ɤɭɪɫɨв ɩɨ 
ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ, ɱɢɬаɟɦɵɯ ɧа ɟɫɬɟɫɬвɟɧɧɵɯ ɮаɤɭɥɶɬɟɬаɯ ɭɧɢвɟɪɫɢɬɟɬɨв.  

Наɱаɥɨ ɢ ɤɨɧɟɰ ɪɟɲɟɧɢɣ ɡадаɱ ɨɬɦɟɱɟɧɵ ɡɧаɤаɦɢ □ ɢ ■, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. 
Дɥɹ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹ вɟɤɬɨɪɨв ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɥаɬɢɧɫɤɢɟ бɭɤвɵ, вɵдɟɥɟɧɧɵɟ 
ɠɢɪɧɵɦ ɲɪɢɮɬɨɦ. Фɨɪɦɭɥɵ ɢ ɡадаɱɢ в ɩɪɟдɟɥаɯ ɤаɠдɨгɨ ɩаɪагɪаɮа ɢɦɟɸɬ 
двɨɣɧɭɸ ɧɭɦɟɪаɰɢɸ. Пɟɪвɨɟ ɱɢɫɥɨ ɭɤаɡɵваɟɬ ɧɨɦɟɪ ɩаɪагɪаɮа, вɬɨɪɨɟ – 
ɧɨɦɟɪ ɮɨɪɦɭɥɵ ɢɥɢ ɡадаɱɢ. Таɤаɹ ɠɟ ɧɭɦɟɪаɰɢɹ ɩɪɢɧɹɬа ɢ дɥɹ ɪɢɫɭɧɤɨв. Вɫɟ 
ɮɨɪɦɭɥɵ даɧɵ в ɫɢɫɬɟɦɟ ɟдɢɧɢɰ СГС. 
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Уɱɟбɧɨɟ ɩɨɫɨбɢɟ ɩɪɟдɧаɡɧаɱɟɧɨ, ɩɪɟɠдɟ вɫɟгɨ, дɥɹ ɫɬɭдɟɧɬɨв 
ɯɢɦɢɱɟɫɤɢɯ ɮаɤɭɥɶɬɟɬɨв ɭɧɢвɟɪɫɢɬɟɬɨв, а ɬаɤɠɟ бɭдɟɬ ɩɨɥɟɡɧɨ ɫɬɭдɟɧɬаɦ 
ɟɫɬɟɫɬвɟɧɧɨ-ɧаɭɱɧɵɯ ɫɩɟɰɢаɥɶɧɨɫɬɟɣ, ɢɡɭɱаɸɳɢɦ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɦɟɯаɧɢɤɭ.  

Авɬɨɪɵ ɫɱɢɬаɸɬ ɩɪɢɹɬɧɵɦ дɨɥгɨɦ ɩɨбɥагɨдаɪɢɬɶ ɩɪɨɮɟɫɫɨɪɨв 
А.В. Бɨɪɢɫɨва, И.Я. Пɨɥɢɳɭɤа ɢ Л.И. Тɪаɯɬɟɧбɟɪга ɡа ɰɟɧɧɵɟ ɪɟɤɨɦɟɧдаɰɢɢ 
ɢ ɡаɦɟɱаɧɢɹ, ɫɩɨɫɨбɫɬвɨвавɲɢɟ ɡаɦɟɬɧɨɦɭ ɭɥɭɱɲɟɧɢɸ даɧɧɨгɨ ɩɨɫɨбɢɹ.  
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§ 1. Обɨбɳеɧɧɵе ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 
Дɥɹ ɨдɧɨɡɧаɱɧɨгɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɢ 

(ɱаɫɬɢɰɵ) в ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɦɨɠɧɨ ɡадаɬɶ ɬɪɢ дɟɤаɪɬɨвɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ x, y, z. В 
ɫɥɭɱаɟ ɨɩɢɫаɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ*, ɫɨɫɬɨɹɳɟɣ ɢɡ N ɫвɨбɨдɧɵɯ 
ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ, ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ, ɨɱɟвɢдɧɨ, ɡадаɬɶ 3N дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 
Одɧаɤɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɧɢɟ ɢɦɟɧɧɨ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ 
ɨбɹɡаɬɟɥɶɧɵɦ. В ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɭɫɥɨвɢɣ ɡадаɱɢ ɦɨɠɟɬ ɨɤаɡаɬɶɫɹ 
ɰɟɥɟɫɨɨбɪаɡɧɵɦ вɵбɪаɬɶ ɤаɤɢɟ-ɥɢбɨ дɪɭгɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. Лɸбɵɟ s 
ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ вɟɥɢɱɢɧ, ɨдɧɨɡɧаɱɧɨ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɳɢɯ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ, ɧаɡɵваɸɬɫɹ ɟɟ обобɳеннɵми координатами. Обɨбɳɟɧɧɵɟ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ бɭдɟɦ ɨбɨɡɧаɱаɬɶ бɭɤваɦɢ 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠.  

В ɨбɳɟɦ ɫɥɭɱаɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ 𝐴 в ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɦɨɠɧɨ ɨɩɪɟдɟɥɢɬɶ 
ɟɟ ɪадɢɭɫɨɦ-вɟɤɬɨɪɨɦ 𝒓, ɧаɱаɥɨ ɤɨɬɨɪɨгɨ ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɨ в ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ 
ɮɢɤɫɢɪɨваɧɧɨɣ ɬɨɱɤɢ 𝑂. Радɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ в ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɬɪɟɦɹ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3.  

Еɫɥɢ ɡаɮɢɤɫɢɪɨваɬɶ ɨдɧɭ ɢɡ вɟɥɢɱɢɧ 𝑞ఈ (𝛼 ൌ 1,2,3ሻ, ɧаɩɪɢɦɟɪ  

𝑞1 ൌ const, 

ɢ ɢɡɦɟɧɹɬɶ ɧɟɩɪɟɪɵвɧɨ двɟ дɪɭгɢɟ 𝑞2 ɢ 𝑞3, ɬɨ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɬɨɱɤɢ бɭдɭɬ 
ɩɪɢɧадɥɟɠаɬɶ ɧɟɤɨɬɨɪɨɦɭ ɫɟɦɟɣɫɬвɭ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɟɣ. Таɤɢɦ ɠɟ ɨбɪаɡɨɦ 
ɭɪавɧɟɧɢɹ 𝑞2 ൌ const (𝑞1 ɢ 𝑞3 � ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ) ɢ 𝑞3 ൌ const (𝑞1 ɢ 𝑞2 � 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɟɳɟ два дɪɭгɢɯ ɫɟɦɟɣɫɬва 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɟɣ. Еɫɥɢ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɬаɤɨвɵ, ɱɬɨ ɱɟɪɟɡ ɤаɠдɭɸ ɬɨɱɤɭ 𝐴 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва ɩɪɨɯɨдɢɬ ɨдɧа ɢ ɬɨɥɶɤɨ ɨдɧа ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶ ɤаɠдɨгɨ ɫɟɦɟɣɫɬва, ɬɨ 
ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ ɨдɧɨɡɧаɱɧɨ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɩɟɪɟɫɟɱɟɧɢɟɦ ɷɬɢɯ ɬɪɟɯ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɟɣ.  

Пɟɪɟɫɟɱɟɧɢɟ двɭɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɯ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɟɣ даɟɬ ɥɢɧɢɸ. На ɷɬɨɣ 
ɥɢɧɢɢ ɡɧаɱɟɧɢɹ двɭɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵ, а ɬɪɟɬɶɹ ɦɟɧɹɟɬɫɹ. Эɬɢ ɥɢɧɢɢ, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɸ ɨдɧɨɣ ɢɡ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɧаɡɵваɸɬɫɹ 
координатнɵми линиɹми.  

                                           
* Пɨд ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɨɣ бɭдɟɦ ɩɨɧɢɦаɬɶ ɥɸбɭɸ ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ 

ɬɨɱɟɤ.  
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Уɫɥɨвɢɦɫɹ ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɵɦ ɧаɩɪавɥɟɧɢɟɦ ɧа ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɨɣ ɥɢɧɢɢ 𝑞ఈ 
ɧаɡɵваɬɶ ɧаɩɪавɥɟɧɢɟ, в ɤɨɬɨɪɨɦ ɩɟɪɟɦɟɳаɟɬɫɹ ɬɨɱɤа ɩɪɢ ɭвɟɥɢɱɟɧɢɢ 𝑞ఈ. 
Наɩɪавɥɟɧɢɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɯ ɥɢɧɢɣ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ ɬɪɟɯ ɟдɢɧɢɱɧɵɯ 
вɟɤɬɨɪɨв (ɨɪɬɨв) 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3. Эɬɢ вɟɤɬɨɪɵ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɤаɫаɬɟɥɶɧɵɦɢ ɤ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɦ ɥɢɧɢɹɦ ɢ ɧаɩɪавɥɟɧɵ в ɫɬɨɪɨɧɭ вɨɡɪаɫɬаɧɢɹ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Вɟɤɬɨɪɵ 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 ɨбɪаɡɭɸɬ локалɶнɵй 
(местнɵй) базис ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

Сɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, в ɤɨɬɨɪɵɯ вɟɤɬɨɪɵ баɡɢɫа в ɤаɠдɨɣ ɬɨɱɤɟ 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва вɡаɢɦɧɨ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɵ, ɧаɡɵваɸɬɫɹ ортогоналɶнɵми. 
Оɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧаɢбɨɥɟɟ ɪаɫɩɪɨɫɬɪаɧɟɧɵ в ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɯ, ɯɨɬɹ, 
ɤɨɧɟɱɧɨ, ɭɫɥɨвɢɟ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ ɨбɹɡаɬɟɥɶɧɨ дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ሺ𝑞1, 𝑞2, 𝑞3ሻ. 

Каɫаɬɟɥɶɧɵɟ ɤ ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɦ ɥɢɧɢɹɦ, ɧа ɤɨɬɨɪɵɯ ɭɫɬаɧɨвɥɟɧɨ 
ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɨɟ ɧаɩɪавɥɟɧɢɟ баɡɢɫɧɵɦɢ вɟɤɬɨɪаɦɢ, ɧаɡɵваɸɬɫɹ 
координатнɵми осɹми ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

В ɫɥɭɱаɟ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ 
ɬɨɱɤɢ 𝐴 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹɦɢ 𝑞1 ൌ 𝑥, 𝑞2 ൌ 𝑦, 𝑞3 ൌ 𝑧, ɫ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɦɢ ɡɧаɤаɦɢ, ɨɬɫɱɢɬɵваɟɦɵɦɢ ɨɬ ɬɪɟɯ вɡаɢɦɧɨ 
ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɵɯ ɩɥɨɫɤɨɫɬɟɣ, ɩɪɨɯɨдɹɳɢɯ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 𝑂 (ɧаɱаɥɨ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ). Кɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɥɢɧɢɢ ɢ ɥɨɤаɥɶɧɵɣ баɡɢɫ дɥɹ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ 
дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 1.1 (𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 𝒆௭  ࡳ  ɨɪɬɵ 
ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ). Сɥɟдɭɟɬ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ в 
ɫɥɭɱаɟ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ (ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ ɢ ɤɨɫɨɭгɨɥɶɧɨɣ), 
баɡɢɫɧɵɟ вɟɤɬɨɪɵ ɫɨвɩадаɸɬ дɥɹ вɫɟɯ ɬɨɱɟɤ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва. Эɬɢɦ ɫвɨɣɫɬвɨɦ 
ɨбɥадаɟɬ ɬɨɥɶɤɨ дɟɤаɪɬɨва ɫɢɫɬɟɦа ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Дɥɹ ɥɸбɨɣ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ баɡɢɫɧɵɟ вɟɤɬɨɪɵ ɪаɡɥɢɱɧɵ дɥɹ ɪаɡɥɢɱɧɵɯ ɬɨɱɟɤ 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва. 
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Рɢɫ. 1.1 

 

В ɰилиндриɱеской системе ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ 𝐴 ɡадаɟɬɫɹ ɟɟ 
аɩɩɥɢɤаɬɨɣ 𝑧 ൌ АВ  ɢ ɩɨɥɹɪɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 𝜌 ൌ 𝑂В, 𝜑 ൌ � 𝑥𝑂𝐵 
(ɪɢɫ. 1.2). Кɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝜌, 𝜑, 𝑧 ɦɨгɭɬ ɢɡɦɟɧɹɬɶɫɹ в ɩɪɟдɟɥаɯ: 0 ൑ 𝜌 ൏ ∞, 
0 ൑ 𝜑 ൏ 2𝜋, െ∞ ൏ 𝑧 ൏ ∞.  Пɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɟ ɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 
ɫвɹɡаɧɵ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦɢ  

൞

𝑥 ൌ 𝜌cos𝜑;

 𝑦 ൌ 𝜌sin𝜑;

 𝑧 ൌ 𝑧.

                                       ሺ1.1ሻ 

Кɨɨɪдɢɧаɬɧɵɦɢ ɥɢɧɢɹɦɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɹвɥɹɸɬɫɹ: ɩɪɹɦаɹ 
(𝜌 ൌ const, 𝜑 ൌ const), ɩɪɹɦаɹ (𝜑 ൌ const, 𝑧 ൌ const) ɢ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ           ሺ𝜌 ൌ
const, 𝑧 ൌ constሻ. Кɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɥɢɧɢɢ ɢ ɥɨɤаɥɶɧɵɣ баɡɢɫ дɥɹ 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɤаɡаɧɵ ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 1.2 (𝒆ఘ, 𝒆ఝ, 𝒆௭  ࡳ  ɨɪɬɵ 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ). 
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Рɢɫ. 1.2 

В сɮериɱеской системе ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ 𝐴 ɦɨɠɧɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɢɬɶ ɫɥɟдɭɸɳɢɦɢ ɬɪɟɦɹ вɟɥɢɱɢɧаɦɢ (ɪɢɫ. 1.3): ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟɦ 𝑟 ൌ 𝑂А, 
ɭгɥɨɦ 𝜃 ൌ � 𝑧𝑂𝐴 ɦɟɠдɭ ɥɭɱаɦɢ Oz ɢ OA, ɭгɥɨɦ 𝜑 ൌ � 𝑥𝑂𝐵 (В – ɩɪɨɟɤɰɢɹ 
ɬɨɱɤɢ А ɧа ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 𝑥𝑦). Пɪɢ ɷɬɨɦ 0 ൑ 𝑟 ൏ ∞, 0 ൑ 𝜑 ൏ 2𝜋,   0 ൑ 𝜃 ൑ 𝜋. 
Пɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɟ ɢ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫвɹɡаɧɵ ɪавɟɧɫɬваɦɢ 

൞

𝑥 ൌ 𝑟sin𝜃cos𝜑;

 𝑦 ൌ 𝑟sin𝜃sin𝜑;

 𝑧 ൌ 𝑟cos𝜃.

                                           ሺ1.2ሻ 

В ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɥɢɧɢɢ (ɪɢɫ. 1.3) – ɷɬɨ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ 
(𝑟 ൌ const, 𝜑 ൌ const), ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ (𝑟 ൌ const, 𝜃 ൌ const) ɢ ɩɪɹɦаɹ (𝜑 ൌ
const, 𝜃 ൌ const). Кɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɥɢɧɢɢ (ɨбɨɡɧаɱɟɧɵ ɩɭɧɤɬɢɪɨɦ) ɢ ɥɨɤаɥɶɧɵɣ 
баɡɢɫ дɥɹ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɪɢвɟдɟɧɵ ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 1.3 
(𝒆𝑟, 𝒆ఏ, 𝒆ఝ  െ ɨɪɬɵ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ). Оɫɶ 𝑧 (ɨɬ ɤɨɬɨɪɨɣ 
ɨɬɫɱɢɬɵваɟɬɫɹ ɭгɨɥ 𝜃) ɱаɫɬɨ ɧаɡɵваɸɬ полɹрной осɶɸ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ.   

Пɪɹɦɨɭгɨɥɶɧаɹ дɟɤаɪɬɨва, ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤаɹ ɢ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤаɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɦɢ. 
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Рɢɫ. 1.3 

 

Пɪɨɢɡвɨдɧɵɟ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠 
ɧаɡɵваɸɬɫɹ обобɳеннɵми скоростɹми. Здɟɫɶ ɢ даɥɟɟ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ ɩɨ 
вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ ɤаɤɨɣ-ɥɢбɨ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓 бɭдɟɦ ɨбɨɡɧаɱаɬɶ 𝑓ሶ, ɬ.ɟ. 

𝑓ሶ ൌ
𝑑𝑓
𝑑𝑡. 

Пɪɨɢɡвɨдɧɵɟ вɬɨɪɨɣ ɫɬɟɩɟɧɢ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ 𝑓  бɭдɟɦ ɨбɨɡɧаɱаɬɶ 𝑓ሷ. 

Задаɱа 1.1. Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.  

□ Радɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ: 

𝒓 ൌ 𝜌𝒆ఘ ൅ 𝑧𝒆௭. 

Сɤɨɪɨɫɬɶ ɱаɫɬɢɰɵ  ɩɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɟɫɬɶ 

𝒗 ൌ 𝒓ሶ ൌ 𝜌ሶ𝒆ఘ ൅ 𝜌𝒆ሶఘ ൅ 𝑧ሶ𝒆௭.                                   ሺ1.3ሻ 
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Здɟɫɶ ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɧаɩɪавɥɟɧɢɟ ɨɪɬа 𝒆ఘ ɦɟɧɹɟɬɫɹ, 
ɩɨɷɬɨɦɭ ɩɪɨɢɡвɨдɧаɹ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ 𝒆ఘ ɧɟ ɪавɧа ɧɭɥɸ, в ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ 
ɩɪɨɢɡвɨдɧɨɣ ɨɬ 𝒆௭. 

Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ 𝒆ሶఘ ɡаɩɢɲɟɦ ɫвɹɡɶ ɦɟɠдɭ ɨɪɬаɦɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝒆ఘ, 𝒆ఝ, 𝒆௭ ɢ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 𝒆௭: 

𝒆ఘ ൌ 𝒆𝑥𝑐𝑜𝑠𝜑 ൅ 𝒆𝑦𝑠𝑖𝑛𝜑, 

𝒆ఝ ൌ െ𝒆𝑥𝑠𝑖𝑛𝜑 ൅ 𝒆𝑦𝑐𝑜𝑠𝜑, 

𝒆௭ ൌ 𝒆௭. 

Таɤ ɤаɤ ɩɪɢ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɨɪɬɨв ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ 
дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɮɢɤɫɢɪɨваɧɨ, ɬɨ 

𝒆ሶఘ ൌ െ𝒆𝑥𝜑ሶ 𝑠𝑖𝑛𝜑 ൅ 𝒆𝑦𝜑ሶ 𝑐𝑜𝑠𝜑 ൌ 𝜑ሶ ൫െ𝒆𝑥𝑠𝑖𝑛𝜑 ൅ 𝒆𝑦𝑐𝑜𝑠𝜑൯ ൌ 𝜑ሶ 𝒆ఝ. 

Тɨгда в ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɢɢ ɫ (1.3) ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ  

𝒗 ൌ 𝜌ሶ𝒆ఘ ൅ 𝜌𝜑ሶ 𝒆ఝ ൅ 𝑧ሶ𝒆௭.                                                       

Пɪɨɟɤɰɢɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɧа ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɟɫɬɶ     

𝑣ఘ ൌ 𝜌ሶ , 𝑣ఝ ൌ 𝜌𝜑ሶ , 𝑣௭ ൌ 𝑧ሶ.  

Заɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ 𝜌ሶ , 𝜑ሶ , 𝑧ሶ – ɷɬɨ, ɩɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ. ■  

Задаɱа 1.2. Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. 

□ Радɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɱаɫɬɢɰɵ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ  

𝒓 ൌ 𝑟𝒆𝑟. 

Сɤɨɪɨɫɬɶ ɱаɫɬɢɰɵ   

𝒗 ൌ 𝒓ሶ ൌ 𝑟ሶ𝒆𝑟 ൅ 𝑟𝒆ሶ 𝑟.                                              ሺ1.4ሻ 
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Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ 𝒆ሶ 𝑟 ɡаɩɢɲɟɦ ɫвɹɡɶ ɦɟɠдɭ ɨɪɬаɦɢ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝒆𝑟, 𝒆ఏ, 𝒆ఝ ɢ ɨɪɬаɦɢ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 𝒆௭: 

𝒆𝑟 ൌ ൫cos𝜑𝒆𝑥 ൅ sin𝜑𝒆𝑦൯sin𝜃 ൅ cos𝜃𝒆௭, 

𝒆ఏ ൌ ൫cos𝜑𝒆𝑥 ൅ sin𝜑𝒆𝑦൯cos𝜃 െ sin𝜃𝒆௭, 

𝒆ఝ ൌ െsin𝜑𝒆𝑥 ൅ cos𝜑𝒆𝑦. 

Тɨгда ɭɱɬɟɦ, ɱɬɨ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɬɨɱɤɢ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɨɪɬɨв ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ 
дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ 

𝒆ሶ 𝑟 ൌ 𝜃ሶൣ൫cos𝜑𝒆𝑥 ൅ sin𝜑𝒆𝑦൯cos𝜃 െ sin𝜃𝒆௭൧ ൅ ൣെsin𝜑𝒆𝑥 ൅ cos𝜑𝒆𝑦൧𝜑ሶ sin𝜃. 

Пɟɪваɹ ɤвадɪаɬɧаɹ ɫɤɨбɤа даɧɧɨгɨ вɵɪаɠɟɧɢɹ ɟɫɬɶ ɧɟ ɱɬɨ ɢɧɨɟ, ɤаɤ ɨɪɬ 𝒆ఏ, а 
вɬɨɪаɹ – ɨɪɬ 𝒆ఝ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, 

𝒆ሶ 𝑟 ൌ 𝜃ሶ𝒆ఏ ൅ sin𝜃𝜑ሶ 𝒆ఝ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ в (1.4), ɩɨɥɭɱɢɦ  

𝒗 ൌ 𝑟ሶ𝒆𝑟 ൅ 𝑟𝜃ሶ𝒆ఏ ൅ 𝑟sin𝜃𝜑ሶ 𝒆ఝ. 

Пɪɨɟɤɰɢɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɧа ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɨɫɢ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ: 

𝑣𝑟 ൌ 𝑟ሶ , 𝑣ఏ ൌ 𝑟𝜃ሶ , 𝑣ఝ ൌ 𝑟sin𝜃𝜑ሶ .  

Оɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ 𝑟ሶ , 𝜃ሶ , 𝜑ሶ  – ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ. ■ 

Задаɱа 1.3. Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.   

□ Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɧаɣдɟɧɧɨɟ в ɡадаɱɟ 1.1 вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝒂 ൌ 𝒗ሶ ൌ 𝜌ሷ𝒆ఘ ൅ 𝜌ሶ𝒆ሶఘ ൅ ሺ𝜌ሶ𝜑ሶ ൅ 𝜌𝜑ሷ ሻ𝒆ఝ ൅ 𝜌𝜑ሶ 𝒆ሶ ఝ ൅ 𝑧ሷ𝒆௭.                    ሺ1.5ሻ 

В ɡадаɱɟ 1.1 бɵɥɨ ɧаɣдɟɧɨ, ɱɬɨ 𝒆ሶఘ ൌ 𝜑ሶ 𝒆ఝ. Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ 
вɟɤɬɨɪ 𝒆ఝ ൌ െ𝒆𝑥sin𝜑 ൅ 𝒆𝑦cos𝜑 (ɫɦ. ɡадаɱɭ 1.1), ɢɦɟɟɦ 

𝒆ሶ ఝ ൌ െ𝜑ሶ ൫𝒆𝑥cos𝜑 ൅ 𝒆𝑦sin𝜑൯ ൌ െ𝜑ሶ 𝒆ఘ. 
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Пɨдɫɬавɥɹɹ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ 𝒆ሶఘ ɢ 𝒆ሶ ఝ, ɧаɯɨдɢɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ вɟɤɬɨɪа 
ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ 

𝒂 ൌ ሺ𝜌ሷ െ 𝜌𝜑ሶ 2ሻ𝒆ఘ ൅ ሺ𝜌𝜑ሷ ൅ 2𝜌ሶ𝜑ሶ ሻ𝒆ఝ ൅ 𝑧ሷ𝒆௭. 

Пɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɧа ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɟɫɬɶ  

𝑎ఘ ൌ ሺ𝜌ሷ െ 𝜌𝜑ሶ 2ሻ,   𝑎ఝ ൌ ሺ𝜌𝜑ሷ ൅ 2𝜌ሶ𝜑ሶ ሻ,   𝑎௭ ൌ 𝑧ሷ. ■ 

Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ в ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɵɯ 
ɫɢɫɬɟɦаɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɭдɨбɧɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɬɶ коɷɮɮиɰиентɵ Ламе. Еɫɥɢ ɪадɢɭɫ-
вɟɤɬɨɪ ɱаɫɬɢɰɵ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɬɶ ɤаɤ вɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɸ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, ɬ.ɟ. 

𝒓 ൌ 𝒓ሺ𝑞1, 𝑞2, 𝑞3ሻ, 

ɬɨ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ Лаɦɟ в ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ 
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦɢ 

ℎD ൌ ฬ
𝜕𝒓
𝜕𝑞D

ฬ     ሺD ൌ 1,2,3ሻ.                                        ሺ1.6ሻ 

Дɥɹ вɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨв Лаɦɟ ɭдɨбɧɨ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ 𝒓 вɵɪаɡɢɬɶ ɱɟɪɟɡ 
дɟɤаɪɬɨвɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ ɪавɟɧɫɬва 

𝒓 ൌ 𝑥𝒆𝑥 ൅ 𝑦𝒆𝑦 ൅ 𝑧𝒆௭ 

ɢ ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ ɮɨɪɦɭɥɭ ሺ1.6ሻ в вɢдɟ 

ℎD ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝑞D

൰
2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝑞D

൰
2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝑞D

൰
2

     ሺD ൌ 1,2,3ሻ,                ሺ1.7ሻ 

гдɟ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ɪаɫɫɦаɬɪɢваɸɬɫɹ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3. 

Задаɱа 1.4. Наɣдɢɬɟ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ Лаɦɟ дɥɹ а) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɢ  
б) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.  

□ а) Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ дɟɤаɪɬɨвɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫвɹɡаɧɵ ɫ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɦɢ 
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦɢ (1.1), ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (1.7) ɢɦɟɟɦ: 
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ℎ1 ൌ ℎఘ ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝜌൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝜌൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝜌൰

2

ൌ ඥcos2𝜑 ൅ sin2𝜑 ൌ 1,  

ℎ2 ൌ ℎఝ ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝜑൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝜑൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝜑൰

2

ൌ ඥ𝜌2sin2𝜑 ൅ 𝜌2cos2𝜑 ൌ 𝜌, 

ℎ3 ൌ ℎ௭ ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝑧൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝑧൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝑧൰

2

ൌ 1. 

б) Свɹɡɶ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫɨ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɦɢ вɵɪаɠаɟɬɫɹ 
ɪавɟɧɫɬваɦɢ (1.2), ɭɱɢɬɵваɹ ɤɨɬɨɪɵɟ, ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

ℎ1 ൌ ℎ𝑟 ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝑟൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝑟൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝑟൰

2

ൌ  

ൌ ඥsin2𝜃cos2𝜑 ൅ sin2𝜃sin2𝜑 ൅ cos2𝜃 ൌ 1, 

ℎ2 ൌ ℎఏ ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝜃൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝜃൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝜃൰

2

ൌ 

ൌ ඥ𝑟2ሺcos2𝜃cos2𝜑 ൅ cos2𝜃sin2𝜑 ൅ sin2𝜃ሻ ൌ 𝑟, 

ℎ3 ൌ ℎM ൌ ඨ൬
𝜕𝑥
𝜕𝜑൰

2

൅ ൬
𝜕𝑦
𝜕𝜑൰

2

൅ ൬
𝜕𝑧
𝜕𝜑൰

2

ൌ 

ൌ ඥ𝑟2ሺsin2𝜃sin2𝜑 ൅ sin2𝜃cos2𝜑ሻ ൌ 𝑟sin𝜃. ■ 

Задаɱа 1.5. Наɣдɢɬɟ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɱаɫɬɢɰɵ в ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɨɣ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.  

□ Пɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɟɟ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɱɟɪɟɡ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, ɬ.ɟ. 

𝒓 ൌ 𝒓ሺ𝑞1ሺ𝑡ሻ, 𝑞2ሺ𝑡ሻ, 𝑞3ሺ𝑡ሻሻ. 

Сɤɨɪɨɫɬɶ ɬɨɱɤɢ  
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𝒗 ൌ 𝒓ሶ ൌ
𝜕𝒓
𝜕𝑞1

𝑞ሶ1 ൅
𝜕𝒓
𝜕𝑞2

𝑞ሶ2 ൅
𝜕𝒓
𝜕𝑞3

𝑞ሶ3,                                 ሺ1.8ሻ 

гдɟ 𝑞ሶఈ ൌ 𝑑𝑞ఈ 𝑑𝑡⁄  � ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ (𝛼 ൌ 1,2,3ሻ. Пɨɫɤɨɥɶɤɭ 
ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ  𝜕𝒓 𝜕𝑞ఈ⁄  ɧаɩɪавɥɟɧɵ ɬаɤ ɠɟ, ɤаɤ ɢ баɡɢɫɧɵɟ вɟɤɬɨɪɵ, ɦɨɠɧɨ 
ɡаɩɢɫаɬɶ: 

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

ൌ ฬ
𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

ฬ 𝒆ఈ ൌ ℎఈ𝒆ఈ.                                    ሺ1.9ሻ 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɷɬɨгɨ ɪавɟɧɫɬва ɧаɯɨдɢɦ:  

𝒗 ൌ ℎ1𝑞ሶ1𝒆1 ൅ ℎ2𝑞ሶ2𝒆2 ൅ ℎ3𝑞ሶ3𝒆3, 

ɨɬɤɭда вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɧа ɨɫɢ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ 

𝑣ఈ ൌ ℎఈ𝑞ሶఈ.                                                                   

Оɬɫɸда, ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɧаɣдɟɧɧɵɯ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨв Лаɦɟ в ɡадаɱɟ 1.4, ɥɟгɤɨ 
ɩɨɥɭɱɢɬɶ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɢ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦаɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɧаɣдɟɧɧɵɟ в ɡадаɱаɯ 1.1 ɢ 1.2. ■ 

Задаɱа 1.6. Наɣдɢɬɟ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɧа ɨɫɢ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɨɣ 
ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.  

□ Дɥɹ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ баɡɢɫɧɵɯ вɟɤɬɨɪɨв ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ ɧа 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɨɫɢ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝑎ఈ ൌ 𝒂 ∙ 𝒆ఈ ൌ 𝒗ሶ ∙ 𝒆ఈ,                                                    

гдɟ 𝛼 ൌ 1,2,3. Здɟɫɶ ɢ в даɥɶɧɟɣɲɟɦ дɥɹ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ 
бɭдɟɦ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɬɶ ɫɢɦвɨɥ “∙”. Вɵɪаɠаɹ 𝒆ఈ ɢɡ ሺ1.9ሻ, ɩɪɟдɫɬавɢɦ даɧɧɨɟ 
вɵɪаɠɟɧɢɟ в вɢдɟ 

𝑎ఈ ൌ
1
ℎఈ
൬𝒗ሶ ∙

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

൰ ൌ
1
ℎఈ
൤
𝑑
𝑑𝑡 ൬𝒗 ∙

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

൰ െ ൬𝒗 ∙
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

൰൨.                  ሺ1.10ሻ 

Иɡ ሺ1.8ሻ ɫɥɟдɭɟɬ ɪавɟɧɫɬвɨ 

𝜕𝒗
𝜕𝑞ఈ

ൌ
𝜕2𝒓

𝜕𝑞1𝜕𝑞ఈ
𝑞ሶ1 ൅

𝜕2𝒓
𝜕𝑞2𝜕𝑞ఈ

𝑞ሶ2 ൅
𝜕2𝒓

𝜕𝑞3𝜕𝑞ఈ
𝑞ሶ3.                     ሺ1.11ሻ 
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Кɪɨɦɟ ɬɨгɨ, ɧаɣдɟɦ, ɱɬɨ 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

ൌ
𝜕2𝒓

𝜕𝑞ఈ𝜕𝑞1
𝑞ሶ1 ൅

𝜕2𝒓
𝜕𝑞ఈ𝜕𝑞2

𝑞ሶ2 ൅
𝜕2𝒓

𝜕𝑞ఈ𝜕𝑞3
𝑞ሶ3.                  ሺ1.12ሻ 

Пɪавɵɟ ɱаɫɬɢ ɪавɟɧɫɬв ሺ1.11ሻ ɢ ሺ1.12ሻ ɫɨвɩадаɸɬ, ɬаɤ ɤаɤ ɨɧɢ 
ɨɬɥɢɱаɸɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɪɹдɤɨɦ ɱаɫɬɧɨгɨ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨваɧɢɹ. Пɨɷɬɨɦɭ 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

ൌ
𝜕𝒗
𝜕𝑞ఈ

 .                                             ሺ1.13ሻ 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ ሺ1.8ሻ ɩɨ 𝑞ሶఈ, ɢɦɟɟɦ: 

𝜕𝒗
𝜕𝑞ሶఈ

ൌ
𝜕𝒓
𝜕𝑞ఈ

 .                                               ሺ1.14ሻ 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ሺ1.13ሻ ɢ ሺ1.14ሻ, ɪавɟɧɫɬвɨ ሺ1.10ሻ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ: 

𝑎ఈ ൌ
1
ℎఈ
൤
𝑑
𝑑𝑡 ൬𝒗 ∙

𝜕𝒗
𝜕𝑞ሶఈ

൰ െ ൬𝒗 ∙
𝜕𝒗
𝜕𝑞ఈ

൰൨ ൌ
1
ℎఈ
቎
𝑑
𝑑𝑡
𝜕 ቀ𝑣

2
2ൗ ቁ

𝜕𝑞ሶఈ
െ
𝜕 ቀ𝑣

2
2ൗ ቁ

𝜕𝑞ఈ
቏.      ሺ1.15ሻ 

Даɧɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɢ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɧа ɨɫɢ 
ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɨɣ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.  

В ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ሺ1.15ሻ ɧаɯɨдɢɦ (ɫɪавɧɢɬɟ ɫ ɪɟɡɭɥɶɬаɬаɦɢ 
ɡадаɱɢ 1.3), ɱɬɨ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ  

𝑎ఘ ൌ 𝜌ሷ െ 𝜌𝜑ሶ 2,      𝑎ఝ ൌ 𝜌𝜑ሷ ൅ 2𝜌ሶ𝜑ሶ , 𝑎௭ ൌ 𝑧ሷ. ■ 

Мɟɯаɧɢɱɟɫɤаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɦɨɠɟɬ ɩɪɟдɫɬавɥɹɬɶ ɫɨбɨɣ ɧɟ ɬɨɥɶɤɨ 
ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ ɫвɨбɨдɧɵɯ ɱаɫɬɢɰ. На ɱаɫɬɢɰɵ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ ɧаɥɨɠɟɧɵ 
ɫвɹɡɢ. Пɨд свɹзɹми бɭдɟɦ ɩɨɧɢɦаɬɶ ɥɸбɵɟ ɭɫɥɨвɢɹ, ɨгɪаɧɢɱɢваɸɳɢɟ ɫвɨбɨдɭ 
ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ ɬɨɱɟɤ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. Маɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢ ɫвɹɡɢ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ 
вɵɪаɠɟɧɵ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ ɢɥɢ ɧɟɪавɟɧɫɬваɦɢ, в ɤɨɬɨɪɵɟ вɯɨдɹɬ вɪɟɦɹ, 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ вɫɟɯ ɢɥɢ ɱаɫɬɢ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɢɯ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ. В 
даɥɶɧɟɣɲɟɦ ɦɵ бɭдɟɦ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɬɶ голономнɵе ɢɥɢ интегрируемɵе свɹзи, 
аɧаɥɢɬɢɱɟɫɤɭɸ ɡаɩɢɫɶ ɤɨɬɨɪɵɯ ɦɨɠɧɨ ɫвɟɫɬɢ ɤ вɢдɭ 

𝑓ሺ𝒓1, 𝒓2, … , 𝒓𝑁, 𝑡ሻ ൌ 0, 

гдɟ 𝒓1, 𝒓2, … , 𝒓𝑁 – ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ.  
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Дɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ N ɱаɫɬɢɰ, ɧа ɤɨɬɨɪɭɸ ɧаɥɨɠɟɧɨ n гɨɥɨɧɨɦɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ, 
ɱɢɫɥɨ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɱислом степеней 
свободɵ ɫɢɫɬɟɦɵ. Чɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ  

𝑠 ൌ 3𝑁 െ 𝑛. 

Задаɱа 1.7. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅. 

□ Вɵбɟɪɟɦ ɧаɱаɥɨ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ в 
ɰɟɧɬɪɟ ɫɮɟɪɵ. Тɨгда ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫвɹɡɢ бɭдɟɬ 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑧2 ൌ 𝑅2. Сɨгɥаɫɧɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ, ɫвɹɡɶ ɹвɥɹɟɬɫɹ гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ 

𝑠 ൌ 3𝑁 െ 𝑛 ൌ 3 െ 1 ൌ 2.   ■ 

Задаɱа 1.8. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа. 

□ Пɨд ɬвɟɪдɵɦ ɬɟɥɨɦ в ɦɟɯаɧɢɤɟ ɩɨɧɢɦаɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦа ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ 
ɬɨɱɟɤ, ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ. Оɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа в ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɡадаɧɢɟɦ ɥɸбɵɯ ɬɪɟɯ ɟгɨ ɬɨɱɟɤ, ɧɟ 
ɥɟɠаɳɢɯ ɧа ɨдɧɨɣ ɩɪɹɦɨɣ. Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ ɬɨɱɤаɦɢ дɨɥɠɧɨ 
ɨɫɬаваɬɶɫɹ ɧɟɢɡɦɟɧɧɵɦ, ɬɨ ɧа вɵбɪаɧɧɵɟ ɬɨɱɤɢ ɧаɥɨɠɟɧɨ n=3 ɫвɹɡɟɣ. Таɤɢɦ 
ɨбɪаɡɨɦ, ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ 

𝑠 ൌ 3𝑁 െ 𝑛 ൌ 3�3 െ 3 ൌ 6. ■ 

Задаɱа 1.9. Чаɫɬɢɰа двɢɠɟɬɫɹ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨгɨ ɰɢɥɢɧдɪа, ɪадɢɭɫ ɤɨɬɨɪɨгɨ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɨ ɡаɤɨɧɭ 
𝑅 ൌ 𝐶sinሺ𝑎𝑡ሻ, гдɟ 𝐶 ɢ 𝑎 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ. Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

□ Пɪɢɦɟɦ ɡа ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɰɟɧɬɪ 
ɧɢɠɧɟгɨ ɨɫɧɨваɧɢɹ ɰɢɥɢɧдɪа, а ɨɫɶ 𝑧 ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ. Тɨгда 
ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫвɹɡɢ ɡаɩɢɫɵваɟɬɫɹ в вɢдɟ 𝜌 ൌ 𝑅 ൌ 𝐶sinሺ𝑎𝑡ሻ. Сɨгɥаɫɧɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ, ɫвɹɡɶ ɹвɥɹɟɬɫɹ гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ.  

С ɭɱɟɬɨɦ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨгɨ в ɡадаɱɟ 1.1 вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ, ɢɦɟɟɦ: 

𝒗 ൌ 𝜌ሶ𝒆ఘ ൅ 𝜌𝜑ሶ 𝒆ఝ ൅ 𝑧ሶ𝒆௭ ൌ 𝐶𝑎 cosሺ𝑎𝑡ሻ𝒆ఘ ൅ 𝐶 sinሺ𝑎𝑡ሻ𝜑ሶ 𝒆ఝ ൅ 𝑧ሶ𝒆௭.   ■ 
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Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

1.10. В ɫɥɭɱаɟ двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ ɩɨ 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ бɵваɟɬ ɭдɨбɧɵɦ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨваɬɶ ɩɨɥɹɪɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ. В ɷɬɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ 
ɬɨɱɤɢ 𝐴 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɩɨɥɹɪɧɵɦ 
ɪадɢɭɫɨɦ 𝑟 ൌ 𝑂𝐴 ɢ ɩɨɥɹɪɧɵɦ ɭгɥɨɦ 𝜑 ൌ
 �𝑥𝑂𝐴 (ɪɢɫ. 1.4). Пɨɥɹɪɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 
ɢɡɦɟɧɹɸɬɫɹ в ɩɪɟдɟɥаɯ: 0 ൑ 𝑟 ൏ ∞, 0 ൑
𝜑 ൏ 2𝜋. Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪɵ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢ 
ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ в ɩɨɥɹɪɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.   

1.11. Заɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɢɦɟɟɬ 
вɢд: 

𝜌 ൌ 𝐶1𝑡, 𝜑 ൌ 𝐶2𝑡, 𝑧 ൌ 𝐶3𝑡, 

гдɟ 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3  ࡳ  ɤɨɧɫɬаɧɬɵ. Наɣдɢɬɟ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

1.12. Наɣдɢɬɟ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

1.13. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬɨɧɤɨгɨ ɦаɫɫɢвɧɨгɨ ɫɬɟɪɠɧɹ. 

1.14. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɫ ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ 
ɨɫɶɸ. 

1.15. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɫ ɨдɧɨɣ 
ɡаɤɪɟɩɥɟɧɧɨɣ ɬɨɱɤɨɣ. 

1.16. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬɪɟɯаɬɨɦɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ. 

1.17. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, двɢɠɭɳɟгɨɫɹ ɩɨ 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. 

1.18. Наɣдɢɬɟ ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅ሺ𝑡ሻ, ɢɡɦɟɧɹɸɳɟгɨɫɹ вɨ вɪɟɦɟɧɢ.  
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1.19. Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ ɫвɹɡɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ 
ɩɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2𝛼 (ɪɢɫ. 1.5) в 
ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ.   

1.20. Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ 
гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ ɫвɹɡɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2𝛼 
(ɪɢɫ. 1.5) в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ.   

1.21. Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ 
гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ ɫвɹɡɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɰɢɥɢɧдɪа ɪадɢɭɫа 𝑅, в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.  

1.22. Паɪабɨɥɢɱɟɫɤɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 
ሺ𝜎, 𝜏ሻ ɧа ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɫвɹɡаɧɵ ɫ 
ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɦɢ дɟɤаɪɬɨвɵɦɢ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ ሺ𝑥, 𝑦ሻ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦɢ: 

𝑥 ൌ 𝜎𝜏,   𝑦 ൌ
𝜎2 െ 𝜏2

2 . 

Заɩɢɲɢɬɟ вɟɤɬɨɪ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɧа ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ в ɩаɪабɨɥɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.  

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏. 𝟏𝟎.  𝒗 ൌ 𝑟ሶ𝒆𝑟 ൅ 𝑟𝜑ሶ 𝒆ఝ,   𝒂 ൌ ሺ𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ 2ሻ𝒆𝑟 ൅ ሺ𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ሻ𝒆ఝ. 
𝟏. 𝟏𝟏. 𝑣ఘ ൌ 𝐶1,   𝑣ఝ ൌ 𝐶1𝐶2𝑡,  𝑣௭ ൌ 𝐶3; 𝑎ఘ ൌ െ𝐶1𝐶22𝑡,   𝑎ఝ ൌ 2𝐶1𝐶2, 𝑎௭ ൌ 0. 
𝟏. 𝟏𝟐. 𝑎𝑟 ൌ 𝑟ሷ െ 𝑟sin2𝜃𝜑ሶ 2 െ 𝑟𝜃ሶ 2,   𝑎ఝ ൌ 𝑟sin𝜃𝜑ሷ ൅ 2sin𝜃𝑟ሶ𝜑ሶ ൅ 2𝑟cos𝜃𝜑ሶ 𝜃ሶ , 

𝑎ఏ ൌ 𝑟𝜃ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜃ሶ െ 𝑟sin𝜃cos𝜃𝜑ሶ 2.  𝟏. 𝟏𝟑.  𝑠 ൌ 5.  𝟏. 𝟏𝟒.  𝑠 ൌ 1.  𝟏. 𝟏𝟓. 𝑠 ൌ 3. 

𝟏. 𝟏𝟔. 𝑠 ൌ 9.  𝟏. 𝟏𝟕. 𝑠 ൌ 5.  𝟏. 𝟏𝟖.  𝑠 ൌ 2.  𝟏. 𝟏𝟗.  𝜃 ൌ 𝛼.  𝟏. 𝟐𝟎.  tg𝛼 ൌ 𝜌 𝑧⁄ . 

𝟏. 𝟐𝟏.  𝑟sin𝜃 ൌ 𝑅.  𝟏. 𝟐𝟐.  𝒗 ൌ ඥ𝜎2 ൅ 𝜏2ሺ𝜎ሶ𝒆ఙ ൅ 𝜏ሶ𝒆ఛሻ. 
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§ 2. Уɪавɧеɧɢɹ Лагɪаɧжа в ɧеɡавɢɫɢɦɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ, ɫɨɫɬɨɹɳɭɸ ɢɡ 𝑁 ɱаɫɬɢɰ, ɧа ɤɨɬɨɪɵɟ 

ɧаɥɨɠɟɧɵ гɨɥɨɧɨɦɧɵɟ идеалɶнɵе ɫвɹɡɢ. Пɨд идеалɶнɵми свɹзɹми* бɭдɟɦ 
ɩɨɧɢɦаɬɶ ɫвɹɡɢ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ. Обɨɡɧаɱɢɦ ɱɟɪɟɡ 𝑠 ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ввɟдɟɦ 𝑠 ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠. Бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɧа 
ɬɨɱɤɢ ɫɢɫɬɟɦɵ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ ɫɢɥɵ. Каɤ ɢɡвɟɫɬɧɨ, 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɫɢɥɭ 𝑭𝑖, дɟɣɫɬвɭɸɳɭɸ ɧа i-ɸ ɬɨɱɤɭ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɦɨɠɧɨ 
ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ 

𝑭𝑖 ൌ െgrad𝒓೔𝑈, 

гдɟ ɢɧдɟɤɫ 𝒓𝑖 ɭ гɪадɢɟɧɬа ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɱаɫɬɧɵɟ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ бɟɪɭɬɫɹ ɩɨ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦ i-ɣ ɱаɫɬɢɰɵ, а 𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ – ɮɭɧɤɰɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ, ɤɨɬɨɪаɹ ɧаɡɵваɟɬɫɹ потенɰиалɶной ɷнергией. В 
ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɯ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 

𝑭𝑖 ൌ െ൬
𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

𝒆𝑥 ൅
𝜕𝑈
𝜕𝑦𝑖

𝒆𝑦 ൅
𝜕𝑈
𝜕𝑧𝑖

𝒆௭൰, 

гдɟ 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 – дɟɤаɪɬɨвɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ i-ɣ ɱаɫɬɢɰɵ**. 

Задаɱа 2.1. Наɣдɢɬɟ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ а) ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ ɢ  
б) ɫɢɥɵ ɭɩɪɭгɨɫɬɢ ɩɪɭɠɢɧɵ.  

□ а) Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɭɸ ɬɨɱɤɭ ɦаɫɫɵ 𝑚, ɧаɯɨдɹɳɭɸɫɹ в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ 𝑚𝒈 (𝒈 – ɭɫɤɨɪɟɧɢɟ ɫвɨбɨдɧɨгɨ ɩадɟɧɢɹ). 
Вɵбɟɪɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɬаɤɢɦ  ɨбɪаɡɨɦ, ɱɬɨбɵ ɫɢɥа ɬɹɠɟɫɬɢ бɵɥа 
ɧаɩɪавɥɟɧа аɧɬɢɩаɪаɥɥɟɥɶɧɨ ɨɫɢ 𝑧. Пɪɟдɫɬавɢɦ ɫɢɥɭ ɬɹɠɟɫɬɢ ɱɟɪɟɡ ɟɟ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ: 

െ𝑚𝑔𝒆𝒛 ൌ െ
𝜕𝑈
𝜕𝑥 𝒆𝒙 െ

𝜕𝑈
𝜕𝑦 𝒆𝒚  െ

𝜕𝑈
𝜕𝑧 𝒆𝒛.         

                                           
* Сɥɟдɭɟɬ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɤɥаɫɫ ɢдɟаɥɶɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ ɧа ɫаɦɨɦ дɟɥɟ ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ ɲɢɪɟ. В 

ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɫвɹɡɢ ɫ ɬɪɟɧɢɟɦ ɬɨɠɟ ɨɬɧɨɫɹɬɫɹ ɤ ɢдɟаɥɶɧɵɦ. Бɨɥɟɟ ɩɨдɪɨбɧɵɣ 
ɦаɬɟɪɢаɥ ɨб ɢдɟаɥɶɧɵɯ ɫвɹɡɹɯ ɩɪɢвɟдɟɧ в Пɪɢɥɨɠɟɧɢɢ 1.   

** Вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɨɩɟɪаɰɢɢ гɪадɢɟɧɬ в ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɵɯ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 
ɩɪɢвɟдɟɧɨ в Пɪɢɥɨɠɟɧɢɢ 2. 
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Рɟɲɟɧɢɟɦ ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ бɭдɟɬ  

𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧 ൅ 𝐶. 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɫ ɬɨɱɧɨɫɬɶɸ дɨ аддɢɬɢвɧɨɣ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ 
𝐶. Мɨɠɧɨ вɵбɪаɬɶ ɡа ɧɨɥɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 𝑧 ൌ 0, ɬɨгда 𝐶 ൌ
0, а 𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧. 

Заɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ в ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда ɨɫɶ 𝑂𝑧 ɧаɩɪавɥɟɧа ɩɪɨɬɢв ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ, 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɭвɟɥɢɱɢваɟɬɫɹ ɫ ɭвɟɥɢɱɟɧɢɟɦ 𝑧. Еɫɥɢ ɧаɩɪавɢɬɶ ɨɫɶ 𝑂𝑧 
в ɫɬɨɪɨɧɭ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ, ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ бɭдɟɬ ɭɦɟɧɶɲаɬɶɫɹ ɫ 
ɭвɟɥɢɱɟɧɢɟɦ 𝑧, ɢ бɭдɟɬ ɨɩɢɫɵваɬɶɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɟɦ  

𝑈 ൌ െ𝑚𝑔𝑧. 

б) Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɢɡ ɱаɫɬɢɰɵ ɧа ɩɪɭɠɢɧɟ, вɬɨɪɨɣ ɤɨɧɟɰ ɤɨɬɨɪɨɣ 
ɡаɤɪɟɩɥɟɧ. Пɭɫɬɶ ɠɟɫɬɤɨɫɬɶ ɩɪɭɠɢɧɵ 𝑘, а ɟɟ дɥɢɧа в ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 
𝑙0. Двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɨдɧɨɦɟɪɧɵɦ. Оɫɶ 𝑥 ɧаɩɪавɢɦ вдɨɥɶ 
ɩɪɭɠɢɧɵ, а ɟɟ ɧаɱаɥɨ ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ ɬɨɱɤɨɣ ɡаɤɪɟɩɥɟɧɢɹ ɩɪɭɠɢɧɵ. Тɨгда ɦɨɠɧɨ 
ɡаɩɢɫаɬɶ  

െ𝑘ሺ𝑥 െ 𝑙0ሻ𝒆𝒙 ൌ െ
𝜕𝑈
𝜕𝑥 𝒆𝒙  െ

𝜕𝑈
𝜕𝑦 𝒆𝒚  െ

𝜕𝑈
𝜕𝑧 𝒆𝒛, 

ɨɬɤɭда 

𝑈 ൌ
𝑘
2
ሺ𝑥 െ 𝑙0ሻ2 ൅ 𝐶, 

гдɟ 𝐶 аддɢɬɢвɧаɹ ɤɨɧɫɬаɧɬа. Раɡɭɦɧɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɩɨɥɨɠɢɬɶ 
ɪавɧɨɣ ɧɭɥɸ в ɬɨɱɤɟ 𝑥 ൌ 𝑙0, ɬ.ɟ. в ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ, ɤɨгда ɩɪɭɠɢɧа ɧɟ ɪаɫɬɹɧɭɬа. 
Тɨгда ɤɨɧɫɬаɧɬа 𝐶 ൌ 0, ɢ  

𝑈 ൌ
𝑘
2
ሺ𝑥 െ 𝑙0ሻ2. 

Нɟ ɫɧɢɠаɹ ɨбɳɧɨɫɬɢ, ɦɨɠɧɨ вɡɹɬɶ ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑥 в 
ɩɨɥɨɠɟɧɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɢ ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɣ ɩɪɭɠɢɧɟ, ɬɨгда ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɫɢɥɵ ɭɩɪɭгɨɫɬɢ бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ вɢд  
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𝑈 ൌ
𝑘
2 𝑥

2 .        ሁ                                                    

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɡ 𝑁 ɱаɫɬɢɰ ɩɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɟɫɬɶ  

𝑇 ൌ෍
𝑚𝑖𝑣𝑖2

2

𝑁

𝑖=1

, 

гдɟ  𝑚𝑖 � ɦаɫɫа i-ɣ ɱаɫɬɢɰɵ, а 𝑣𝑖 � ɟɟ ɫɤɨɪɨɫɬɶ. Сɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰ 𝑣𝑖 ɦɨгɭɬ бɵɬɶ 
вɵɪаɠɟɧɵ ɱɟɪɟɡ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠 ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 
𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠 (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.3). Пɪɢ ɷɬɨɦ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɬɨɠɟ бɭдɟɬ 
ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 

𝑇 ൌ 𝑇ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠ሻ. 

Ввɟдɟɦ ɮункɰиɸ Лагранжа 𝐿 ɤаɤ 

𝐿ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠, 𝑡ሻ ൌ
ൌ 𝑇ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠ሻ െ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ. 

Каɤ вɢдɧɨ, ɮɭɧɤɰɢɹ Лагɪаɧɠа (в даɥɶɧɟɣɲɟɦ � ɥагɪаɧɠɢаɧ) ɡавɢɫɢɬ ɨɬ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ ɢ вɪɟɦɟɧɢ. 

Двɢɠɟɧɢɟ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ 𝑠 ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ, ɧа ɤɨɬɨɪɭɸ 
ɧаɥɨɠɟɧɵ гɨɥɨɧɨɦɧɵɟ ɢдɟаɥɶɧɵɟ ɫвɹɡɢ ɢ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ 
ɫɢɥɵ, ɨɩɢɫɵваɟɬɫɹ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

െ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

ൌ 0,      D ൌ 1,2,… , 𝑠.                           ሺ2.1ሻ 

Эɬɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɧаɡɵваɸɬɫɹ уравнениɹми Лагранжа в независимɵɯ 
координатаɯ (в даɥɶɧɟɣɲɟɦ � ɩɪɨɫɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ Лагɪаɧɠа). Уɪавɧɟɧɢɹ 
(2.1) ɩɪɟдɫɬавɥɹɸɬ ɫɨбɨɣ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɵɟ в ɤаɱɟɫɬвɟ 
ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɯ ɫɨдɟɪɠаɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. Наɯɨɠдɟɧɢɟ ɡаɤɨɧа 
двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа ɩɨ 
ɫɪавɧɟɧɢɸ ɫ ɡаɤɨɧаɦɢ Нɶɸɬɨɧа ɢɦɟɟɬ два ɫɭɳɟɫɬвɟɧɧɵɯ ɩɪɟɢɦɭɳɟɫɬва. 

1) Вɢд ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɤɨɧɤɪɟɬɧɨгɨ вɵбɨɪа 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Пɪɢ дɪɭгɨɦ ɢɯ вɵбɨɪɟ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ 
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ɥагɪаɧɠɢаɧ, а ɮɨɪɦа ɭɪавɧɟɧɢɣ (2.1) ɨɫɬаɟɬɫɹ ɬаɤɨɣ ɠɟ. В ɫвɹɡɢ ɫ ɷɬɢɦ 
гɨвɨɪɹɬ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа ɨбɥадаɸɬ ɫвɨɣɫɬвɨɦ ковариантности.  

2) Еɫɥɢ ɧа ɫɢɫɬɟɦɭ ɧаɥɨɠɟɧɵ ɫвɹɡɢ, ɬɨ в ɭɪавɧɟɧɢɹɯ Нɶɸɬɨɧа ɩɨɹвɥɹɸɬɫɹ 
ɪɟаɤɰɢɢ ɫвɹɡɟɣ, ɩɨд ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɩɨɧɢɦаɸɬɫɹ ɫɢɥɵ, дɟɣɫɬвɭɸɳɢɟ ɧа ɬɨɱɤɢ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨ ɫɬɨɪɨɧɵ ɬɟɥ, ɨɫɭɳɟɫɬвɥɹɸɳɢɯ ɫвɹɡɢ. В ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа 
ɪɟаɤɰɢɢ ɫвɹɡɟɣ ɧɟ вɯɨдɹɬ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ, ɯɨɬɹ, ɤɨɧɟɱɧɨ, ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Лагɪаɧɠа ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ ɭɱɢɬɵваɸɬ вɥɢɹɧɢɟ ɫвɹɡɟɣ ɧа ɫɢɫɬɟɦɭ. 

Чаɫɬɨ, дɥɹ ɤɪаɬɤɨɫɬɢ, гдɟ ɷɬɨ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɩɪɢвɟɫɬɢ ɤ ɧɟдɨɪаɡɭɦɟɧɢɸ, 
ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ሼ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠ሽ ɦɵ бɭдɟɦ ɨбɨɡɧаɱаɬɶ 
ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ ሼ𝑞ሽ ɢɥɢ ɩɪɨɫɬɨ 𝑞, а ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 
ሼ𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠ሽ – ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ ሼ𝑞ሶ ሽ ɢɥɢ ɩɪɨɫɬɨ 𝑞ሶ .  

Оɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɨɩɪɟдɟɥɟɧ ɧɟɨдɧɨɡɧаɱɧɨ. Раɡɥɢɱаɸɬ два вɢда 
ɧɟɨдɧɨɡɧаɱɧɨɫɬɢ.  

Мулɶтипликативнаɹ неоднознаɱностɶ. Еɫɥɢ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɭɦɧɨɠɢɬɶ ɧа 
ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɭɸ ɩɨɫɬɨɹɧɧɭɸ, ɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (2.1) ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɬɫɹ. 

Аддитивнаɹ неоднознаɱностɶ. Уɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (2.1) ɬаɤɠɟ ɧɟ 
ɢɡɦɟɧɹɬɫɹ, ɟɫɥɢ ɤ ɥагɪаɧɠɢаɧɭ ɩɪɢбавɢɬɶ ɩɨɥɧɭɸ ɩɪɨɢɡвɨдɧɭɸ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.7).  

Задаɱа 2.2. Наɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в а) дɟɤаɪɬɨвɵɯ, 
б) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ в) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. 

□ Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɱаɫɬɢɰа ɫвɨбɨдɧаɹ, ɬ.ɟ. ɧа ɧɟɟ ɧɟ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɧɢɤаɤɢɟ ɫɢɥɵ, 
ɬɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝑈 ൌ 0. Пɨɷɬɨɦɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ бɭдɟɬ ɫɨвɩадаɬɶ ɫ 
ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ ɬɨɱɤɢ. 

а) В дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 
ɱаɫɬɢɰɵ ɹвɥɹɸɬɫɹ 𝑥, 𝑦, 𝑧. Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ, вɵɪаɠɟɧɧаɹ ɱɟɪɟɡ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ, ɟɫɬɶ 

𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 
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б) Дɥɹ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 
ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ бɭдɭɬ 𝜌, 𝜑, 𝑧. Иɫɩɨɥɶɡɭɹ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɧаɣдɟɧɧɨɟ в ɡадаɱɟ 1.1, ɥɟгɤɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ, 
ɱɬɨ 

𝑇 ൌ
𝑚𝑣2

2 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

в) Дɥɹ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ бɭдɭɬ 𝑟, 𝜃, 𝜑. С ɭɱɟɬɨɦ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢɡ ɡадаɱɢ 1.2, 
ɢɦɟɟɦ: 

𝑇 ൌ
𝑚𝑣2

2 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ 

ɢ ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ 𝑚
2
൫𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯. ■ 

Задаɱа 2.3. Пɨɥɭɱɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ в вɢдɟ 
ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 𝑞ሶ  ɢ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡. 
На ɫɢɫɬɟɦɭ ɧаɥɨɠɟɧɵ гɨɥɨɧɨɦɧɵɟ ɢдɟаɥɶɧɵɟ ɫвɹɡɢ, а вɧɟɲɧɢɟ ɫɢɥɵ ɹвɥɹɸɬɫɹ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɦɢ.  

□ Наɣдɟɦ ɫɧаɱаɥа вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 
ɨɬ 𝑞 ɢ 𝑞ሶ . Пɭɫɬɶ 𝒓𝑖 – ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ i-ɣ ɱаɫɬɢɰɵ, а 𝑚𝑖 – ɟɟ ɦаɫɫа. Радɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ 
𝒓𝑖 в ɫɥɭɱаɟ гɨɥɨɧɨɦɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ 
вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ. 𝒓𝑖 ൌ 𝒓𝑖ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ, гдɟ 𝑠 � ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɫɢɫɬɟɦɵ. 
Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ 𝒓𝑖 ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝒓ሶ 𝑖 ൌ ෍
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑞D

𝑠

D=1

𝑞ሶD ൅
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑡 .                                                           

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ бɭдɟɬ ɪавɧа 
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𝑇 ൌ ෍
𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖2

2

𝑁

𝑖=1

ൌ
1
2෍𝑚𝑖 ൭෍

𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑞D

𝑠

D=1

𝑞ሶD ൅
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑡 ൱

2𝑁

𝑖=1

ൌ 

ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

൅෍𝑚D

𝑠

D=1

ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD ൅𝑚0ሺ𝑞ሻ,                     ሺ2.2ሻ 

гдɟ 𝑁 � ɤɨɥɢɱɟɫɬвɨ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ, а ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑚DEሺ𝑞ሻ, 𝑚Dሺ𝑞ሻ, 𝑚0ሺ𝑞ሻ в (2.2) 
ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɹɦɢ 

𝑚DEሺ𝑞ሻ ൌ෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

ቆ
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑞D

∙
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑞E

ቇ    ሺD,E ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ, 

𝑚Dሺ𝑞ሻ ൌ෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

൬
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑞D

∙
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑡 ൰    

ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ, 

𝑚0ሺ𝑞ሻ ൌ
1
2෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

൬
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝑡 ൰

2

. 

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ 𝑚DEሺ𝑞ሻ ൌ 𝑚EDሺ𝑞ሻ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɨдɟɪɠɢɬ 
ɬɪɢ ɫɥагаɟɦɵɯ: 

𝑇 ൌ 𝑇ሺ2ሻ ൅ 𝑇ሺ1ሻ ൅ 𝑇ሺ0ሻ, 

гдɟ  

𝑇ሺ2ሻ ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

,    𝑇ሺ1ሻ ൌ ෍𝑚D

𝑠

D=1

ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD,    𝑇ሺ0ሻ ൌ 𝑚0ሺ𝑞ሻ 

ɹвɥɹɸɬɫɹ ɨдɧɨɪɨдɧɵɦɢ ɮɨɪɦаɦɢ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ вɬɨɪɨɣ, ɩɟɪвɨɣ ɢ ɧɭɥɟвɨɣ 
ɫɬɟɩɟɧɢ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ.  

Лагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ 𝑇ሺ2ሻ ൅ 𝑇ሺ1ሻ ൅ 𝑇ሺ0ሻ െ 𝑈, 

гдɟ 𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ – ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

Еɫɥɢ ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɱаɫɬɢɰ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ ɡавɢɫɹɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ  
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𝑚Dሺ𝑞ሻ ൌ 0,    𝑚0ሺ𝑞ሻ ൌ  0, 

ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 

𝐿 ൌ 𝑇ሺ2ሻ െ 𝑈.   ■ 

Задаɱа 2.4. Сɮɟɪɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Лагɪаɧɠа дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

□ В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɭдɨбɧɨ вɵбɪаɬɶ ɭгɥɵ T  и M 
ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Пɨɥɹɪɧɭɸ ɨɫɶ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ вɧɢɡ, а ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ 
ɰɟɧɬɪɨɦ ɫɮɟɪɵ. Свɹɡɶ в ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɢɦɟɟɬ вɢд 𝑟 ൌ 𝑅, ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝑟ሶ ൌ
0. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɪɟɡɭɥɶɬаɬ ɡадаɱɢ 2.2 в), ɧаɯɨдɢɦ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ 
ɷɧɟɪгɢɸ ɱаɫɬɢɰɵ: 

𝑇 ൌ
𝑚
2 ൫𝑅

2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑅2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯. 

Дɥɹ ɡаɩɢɫɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɦаɹɬɧɢɤа вɵɪаɡɢɦ ɟɟ ɫɧаɱаɥа в 
дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ, а ɩɨɬɨɦ ɩɪɢɦɟɧɢɦ ɮɨɪɦɭɥɵ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɹ 
дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɟ (1.2). Вɵбɟɪɟɦ ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ в ɰɟɧɬɪɟ ɫɮɟɪɵ, ɬɨгда: 

𝑈 ൌ െ𝑚𝑔𝑧 ൌ െ𝑚𝑔𝑅cos𝜃. 

Тɟɩɟɪɶ ɫɨɫɬавɢɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ: 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
𝑚𝑅2

2 ൫𝜃ሶ 2 ൅ sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝑚𝑔𝑅cos𝜃. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ в даɧɧɨɣ ɡадаɱɟ ɢɦɟɸɬɫɹ двɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, ɬɨ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа ɬаɤɠɟ бɭдɟɬ два:  

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ

െ
𝜕𝐿
𝜕𝜃 ൌ 𝑚𝑅

2൫𝜃ሷ െ sin𝜃cos𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝑚𝑔𝑅sin𝜃 ൌ 0, 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝜑 ൌ

𝑑
𝑑𝑡
ሺ𝑚𝑅2sin2𝜃𝜑ሶ ሻ ൌ 𝑚𝑅2൫sin2𝜃𝜑ሷ ൅ sin ሺ2𝜃ሻ𝜃ሶ𝜑ሶ ൯ ൌ 0. 

■ 
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Задаɱа 2.5. Двɨɣɧɨɣ 
ɩɥɨɫɤɢɣ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɣ 
ɦаɹɬɧɢɤ. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚1  
ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧ ɤ ɬɨɱɤɟ ɩɨдвɟɫа ɫ 
ɩɨɦɨɳɶɸ ɧɟɪаɫɬɹɠɢɦɨɣ ɧɢɬɢ 
дɥɢɧɨɣ 𝑙1. К ɷɬɨɣ ɱаɫɬɢɰɟ 
ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧа ɧɟвɟɫɨɦаɹ ɧɢɬɶ 
дɥɢɧɨɣ 𝑙2, ɧа ɤɨɧɰɟ ɤɨɬɨɪɨɣ 
ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɱаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚2 
(ɪɢɫ. 2.1). Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа ɫɢɫɬɟɦɵ 
дɥɹ ɫɥɭɱаɹ ɟɟ двɢɠɟɧɢɹ в 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ.  

□ Даɧɧаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɢɦɟɟɬ двɟ ɫɬɟɩɟɧɢ ɫвɨбɨдɵ. В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ вɵбɟɪɟɦ ɭгɥɵ 𝜑1 ɢ 𝜑2 ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɧɢɬɟɣ 𝑙1 и 𝑙2 ɨɬ вɟɪɬɢɤаɥɢ. Оɫɢ 
𝑥 и 𝑦 ɧаɩɪавɢɦ ɬаɤ, ɤаɤ ɩɨɤаɡаɧɨ ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ, а ɡа ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɪɢɦɟɦ ɬɨɱɤɭ ɤɪɟɩɥɟɧɢɹ ɧɢɬɢ 𝑙1. Оɬ ɷɬɨгɨ ɠɟ ɭɪɨвɧɹ бɭдɟɦ 
ɨɬɫɱɢɬɵваɬɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ.  

Кɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑥1 и 𝑦1 ɬɨɱɤɢ 𝑚1 ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ: 

𝑥1 ൌ 𝑙1sin𝜑1,   𝑦1 ൌ 𝑙1cos𝜑1, 

ɨɬɤɭда 

𝑥ሶ1 ൌ 𝑙1𝜑ሶ1cos𝜑1,   𝑦ሶ1 ൌ െ𝑙1𝜑ሶ1sin𝜑1. 

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɬɨɱɤɢ 𝑚1 ɟɫɬɶ 

𝑇1 ൌ
𝑚1

2
ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑦ሶ12ሻ ൌ

𝑚1𝑙12𝜑ሶ12

2 , 

а ɟɟ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝑈1 ൌ െ𝑚1𝑔𝑦1 ൌ െ𝑚1𝑔𝑙1cos𝜑1. 

Кɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑥2 и 𝑦2 ɬɨɱɤɢ 𝑚2 ɡаɩɢɲɭɬɫɹ ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

𝑥2 ൌ 𝑙1sin𝜑1 ൅ 𝑙2sin𝜑2,   𝑦2 ൌ 𝑙1cos𝜑1 ൅ 𝑙2cos𝜑2. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑥ሶ2 ൌ 𝑙1𝜑ሶ1cos𝜑1 ൅ 𝑙2𝜑ሶ 2cos𝜑2,   𝑦ሶ1 ൌ െ𝑙1𝜑ሶ1sin𝜑1 െ 𝑙2𝜑ሶ 2sin𝜑2. 

x

y

O

m1

l1
M

1

Рɢɫ. 2.1

M
2

l2

m2
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Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɢ ɬɨɱɤɢ 𝑚2 ɪавɧɵ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ  

𝑇2 ൌ
𝑚2

2
ሺ𝑥ሶ22 ൅ 𝑦ሶ22ሻ ൌ

𝑚2

2 ൫𝑙12𝜑ሶ 12 ൅ 𝑙22𝜑ሶ 22 ൅ 2𝑙1𝑙2cos ሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሶ1𝜑ሶ 2൯, 

𝑈2 ൌ െ𝑚2𝑔𝑦2 ൌ െ𝑚2𝑔ሺ𝑙1cos𝜑1 ൅ 𝑙2cos𝜑2ሻ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ вɫɟɣ ɫɢɫɬɟɦɵ  

𝐿 ൌ 𝑇1 ൅ 𝑇2 െ ሺ𝑈1 ൅ 𝑈2ሻ ൌ
𝑚1 ൅ 𝑚2

2 𝑙12𝜑ሶ12 ൅
𝑚2

2 𝑙22𝜑ሶ 22 ൅ 

൅𝑚2𝑙1𝑙2 cosሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሶ1𝜑ሶ 2 ൅ ሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻ𝑔𝑙1cos𝜑1 ൅ 𝑚2𝑔𝑙2cos𝜑2.  

Уɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа в даɧɧɨɣ ɡадаɱɟ бɭдɟɬ два: 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝜑1ሶ

െ
𝜕𝐿
𝜕𝜑1

ൌ 0,
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝜑2ሶ

െ
𝜕𝐿
𝜕𝜑2

ൌ 0. 

Пɪɨɢɡвɨдɹ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨваɧɢɟ, ɧаɯɨдɢɦ: 

 ቐ
ሺ𝑚1  ൅ 𝑚2ሻሺ𝑙1𝜑ሷ 1  ൅  𝑔sin𝜑1ሻ   ൅  𝑚2𝑙2 cosሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሷ 2 ൅
                                                                 ൅𝑚2𝑙2 sinሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሶ 22 ൌ 0,
𝑙1 cosሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሷ1  ൅ 𝑙2𝜑ሷ 2 െ 𝑙1 sinሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሶ12 ൅ 𝑔sin𝜑2 ൌ 0.

 

■ 

Задаɱа 2.6. Сɨɫɬавɶɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ 
абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨгɨ ɰɢɥɢɧдɪа ɪадɢɭɫа 𝑅 в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

□ Даɧɧɭɸ ɡадаɱɭ ɭдɨбɧɨ ɪɟɲаɬɶ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 
Наɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɫɢɫɬɟɦɵ вɵбɟɪɟɦ в ɰɟɧɬɪɟ ɧɢɠɧɟгɨ ɨɫɧɨваɧɢɹ ɰɢɥɢɧдɪа, а ɨɫɶ 
𝑧 ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ. За ɧɨɥɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɩɪɢɦɟɦ 
ɧɢɠɧɟɟ ɨɫɧɨваɧɢɟ ɰɢɥɢɧдɪа. В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ вɵбɟɪɟɦ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ M ɢ 𝑧.  

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɢ ɬɨɱɤɢ ɡаɩɢɲɭɬɫɹ в вɢдɟ 

𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑅2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ, 𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧. 

Лагɪаɧɠɢаɧ 
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𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑅2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ 𝑚𝑔𝑧, 

а ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ M ɢ 𝑧 ɟɫɬɶ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ 

𝑚𝑅2𝜑ሷ ൌ 0, 𝑚𝑧ሷ ൅ 𝑚𝑔 ൌ 0.   ■ 

Задаɱа 2.7. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (2.1) ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɸɬɫɹ, ɟɫɥɢ 
вɦɟɫɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧа  𝐿ሺ𝑞, 𝑞ሶ , 𝑡ሻ вɡɹɬɶ ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿1ሺ𝑞, 𝑞ሶ , 𝑡ሻ ൌ 𝐿ሺ𝑞, 𝑞ሶ , 𝑡ሻ ൅
𝑑𝑓ሺ𝑞, 𝑡ሻ
𝑑𝑡

, 

гдɟ 𝑓ሺ𝑞, 𝑡ሻ – ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ.  

□ Заɩɢɲɟɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɩɨɥɧɨɣ ɩɪɨɢɡвɨдɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓ሺ𝑞, 𝑡ሻ ɩɨ 
вɪɟɦɟɧɢ: 

𝑑𝑓ሺ𝑞, 𝑡ሻ
𝑑𝑡 ൌ෍

𝜕𝑓
𝜕𝑞E

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕𝑓
𝜕𝑡 . 

Иɡ ɷɬɨгɨ ɪавɟɧɫɬва ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ два ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ: 

𝜕
𝜕𝑞D

൬
𝑑𝑓
𝑑𝑡൰ ൌ෍

𝜕2𝑓
𝜕𝑞E𝜕𝑞D

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑞D

,                                 ሺ2.3ሻ 

𝜕
𝜕𝑞ሶD

𝑑𝑓
𝑑𝑡 ൌ

𝜕𝑓
𝜕𝑞D

.                                                      ሺ2.4ሻ 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɪавɟɧɫɬвɨ (2.4), ɧаɯɨдɢɦ:  

𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝜕
𝜕𝑞ሶD

𝑑𝑓
𝑑𝑡൰ ൌ

𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝜕𝑓
𝜕𝑞D

൰ ൌ෍
𝜕2𝑓

𝜕𝑞D𝜕𝑞E

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕2𝑓
𝜕𝑞D𝜕𝑡

.                               ሺ2.5ሻ 

Иɡɦɟɧɹɹ ɩɨɪɹдɨɤ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨваɧɢɹ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ 𝑞D, 𝑞E, 𝑡, ɦɨɠɟɦ 
ɡаɩɢɫаɬɶ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ (2.5) в вɢдɟ 

𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝜕
𝜕𝑞ሶD

𝑑𝑓
𝑑𝑡൰ ൌ෍

𝜕2𝑓
𝜕𝑞E𝜕𝑞D

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑞D

.                              ሺ2.6ሻ 
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Заɩɢɫɵваɹ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (2.1) дɥɹ ɥагɪаɧɠɢаɧа 𝐿1ሺ𝑞, 𝑞ሶ , 𝑡ሻ ɢ 
ɭɱɢɬɵваɹ (2.3) ɢ (2.6), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿1
𝜕𝑞ሶD

െ
𝜕𝐿1
𝜕𝑞D

ൌ
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

൅
𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝜕
𝜕𝑞ሶD

𝑑𝑓
𝑑𝑡൰ െ

𝜕𝐿
𝜕𝑞D

െ
𝜕
𝜕𝑞D

൬
𝑑𝑓
𝑑𝑡൰ ൌ 

ൌ
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

൅ ቌ෍
𝜕2𝑓

𝜕𝑞E𝜕𝑞D

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑞D

ቍ െ 

െ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

െ ቌ෍
𝜕2𝑓

𝜕𝑞E𝜕𝑞D

𝑠

E=1

𝑞ሶE ൅
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑞D

ቍ ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɢɦɟɟɦ 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

െ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

ൌ 0, 

ɱɬɨ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝐿. ■ 

Задаɱа 2.8. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ ɫɩɢɰɟ, ɡаɤɪɟɩɥɟɧɧɨɣ ɩɨд 
ɭгɥɨɦ α ɤ вɟɪɬɢɤаɥɢ. Чаɫɬɢɰа ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧа ɤ вɟɪɲɢɧɟ ɫɩɢɰɵ ɩɪɭɠɢɧɨɣ 
ɠɟɫɬɤɨɫɬɶɸ 𝑘 (ɪɢɫ. 2.2). Дɥɢɧа ɩɪɭɠɢɧɵ в ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 𝑙0. Сɩɢɰа 
вɪаɳаɟɬɫɹ вɨɤɪɭг вɟɪɬɢɤаɥɢ ɫ ɭгɥɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝜔. Двɢɠɟɧɢɟ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ в 
ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. Наɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

 

□ Рɟɲаɬɶ ɡадаɱɭ ɭдɨбɧɨ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. Пɨɥɹɪɧɭɸ ɨɫɶ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ 
ввɟɪɯ, а ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа вɵбɟɪɟɦ в ɬɨɱɤɟ 
ɤɪɟɩɥɟɧɢɹ ɫɩɢɰɵ. В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑟 вɵбɟɪɟɦ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ ɧаɱаɥа 
ɨɬɫɱɟɬа дɨ ɱаɫɬɢɰɵ.  

 

Уɪавɧɟɧɢɹɦɢ ɫвɹɡɢ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɡадаɱɟ бɭдɭɬ  

𝜃 ൌ 𝛼, 𝜑 ൌ ω𝑡, 

 
Рɢɫ. 2.2. 
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ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝜃ሶ ൌ 0, 𝜑ሶ ൌ ω. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ  

𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜔2𝑠𝑖𝑛2𝛼ሻ. 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɤɥадɵваɟɬɫɹ ɢɡ ɷɧɟɪгɢɣ ɫɢɥɵ ɭɩɪɭгɨɫɬɢ 
ɩɪɭɠɢɧɵ ɢ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ: 

𝑈 ൌ
𝑘
2
ሺ𝑟 െ 𝑙0ሻ2 ൅ 𝑚𝑔𝑟 cos𝛼. 

Лагɪаɧɠɢаɧ бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ вɢд  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2ω2sin2𝛼ሻ െ

𝑘
2
ሺ𝑟 െ 𝑙0ሻ2 െ 𝑚𝑔𝑟 cos𝛼, 

а ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа 

𝑚𝑟ሷ െ 𝑚𝑟ω2sin2𝛼 ൅ 𝑘ሺ𝑟 െ 𝑙0ሻ ൅ 𝑚𝑔 cos𝛼 ൌ 0.   ሁ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

2.8. Дɥɢɧа ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɨ ɡаɤɨɧɭ 𝑙ሺ𝑡ሻ. 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа.  

2.9. Два ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦаɹɬɧɢɤа ɨдɢɧаɤɨвɨɣ дɥɢɧɵ 𝑙 ɫвɹɡаɧɵ ɦɟɠдɭ 
ɫɨбɨɣ ɩɪɭɠɢɧɨɣ ɠɟɫɬɤɨɫɬɢ 𝑘, ɡаɤɪɟɩɥɟɧɧɨɣ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑎 ɨɬ ɬɨɱɤɢ ɩɨдвɟɫа 
(ɪɢɫ. 2.3). Раɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ ɬɨɱɤаɦɢ ɩɨдвɟɫа ɪавɧɨ дɥɢɧɟ ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɣ 
ɩɪɭɠɢɧɵ. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ даɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, 
ɫɱɢɬаɹ ɭгɥɵ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤɨв ɨɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɪавɧɨвɟɫɢɹ ɦаɥɵɦɢ.  

2.10. Двɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 и 𝑚2 ɫɨɟдɢɧɟɧɵ ɧɟвɟɫɨɦɨɣ ɢ 
ɧɟɪаɫɬɹɠɢɦɨɣ ɧɢɬɶɸ, ɩɟɪɟɤɢɧɭɬɨɣ ɱɟɪɟɡ гɥадɤɢɣ ɧɟɩɨдвɢɠɧɵɣ бɥɨɤ 
(ɪɢɫ. 2.4). Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ гɪɭɡɨв. 
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2.11. Чɟɪɟɡ гɥадɤɢɣ ɧɟɩɨдвɢɠɧɵɣ бɥɨɤ ɩɟɪɟɤɢɧɭɬа ɧɟвɟɫɨɦаɹ ɢ 
ɧɟɪаɫɬɹɠɢɦаɹ ɧɢɬɶ, ɤ ɨдɧɨɦɭ ɢɡ ɤɨɧɰɨв ɤɨɬɨɪɨɣ ɩɪɢвɹɡаɧ гɪɭɡ ɦаɫɫɵ 𝑚1. На 
дɪɭгɨɦ ɤɨɧɰɟ ɩɨвɢɫ ɱɟɥɨвɟɤ ɦаɫɫɵ 𝑚2, ɤɨɬɨɪɵɣ, вɵбɢɪаɹ вɟɪɟвɤɭ, ɩɨдɧɢɦаɟɬ 
гɪɭɡ, ɨɫɬаваɹɫɶ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɧа ɨдɧɨɦ ɢ ɬɨɦ ɠɟ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ ɨɬ Зɟɦɥɢ. Наɣдɢɬɟ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ гɪɭɡа 𝑚1. 

2.12. Тɨɱɤа ɩɨдвɟɫа ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа двɢɠɟɬɫɹ в вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨɦ 
ɧаɩɪавɥɟɧɢɢ ɩɨ ɡаɤɨɧɭ 𝑠 ൌ 𝑎𝑡2 2⁄  (𝑎 ൌ const). Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ 
ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа. 

2.13. Тɨɱɤа ɩɨдвɟɫа ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ гɨɪɢɡɨɧɬаɥɢ 
ɩɨ ɡаɤɨɧɭ 𝑠ሺ𝑡ሻ. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа. 

2.14. Тɨɱɤа ɩɨдвɟɫа ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɪавɧɨɦɟɪɧɨ двɢɠɟɬɫɹ в 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɩɨ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɢ ɪадɢɭɫа 𝑅 ɫ ɭгɥɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ Z. 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа. 

2.15. Чаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 ɢ 𝑚2 двɢɠɭɬɫɹ вдɨɥɶ ɨɫɢ 𝑧 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. Заɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

2.16. Чаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 ɢ 𝑚2, ɫвɹɡаɧɧɵɟ ɩɪɭɠɢɧɨɣ, двɢɠɭɬɫɹ в 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑦. Пɪɭɠɢɧа ɢɦɟɟɬ ɠɟɫɬɤɨɫɬɶ 𝑘 ɢ дɥɢɧɭ в ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 
𝑙0. Заɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. 
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2.17. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ 
ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа (ɪɢɫ. 
2.5).   

2.18. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 
двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2𝛼 (ɪɢɫ. 
1.5) в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Лагɪаɧɠа.   

2.19. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа.  

2.20. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2ሻ െ 𝛼𝑥𝑦, 𝛼 ൌ const. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.21. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ 𝛼𝑥𝑦, 𝛼 ൌ const. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.22. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ െ 𝛼𝑟2𝜑, 𝛼 ൌ const. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.23. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ  ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ െ 𝛼𝑟𝜑, 𝛼 ൌ const. 

 
Рɢɫ. 2.5 
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Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.24. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ െ 𝛼𝑟, 𝛼 ൌ const 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.25. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ: 

𝐿 ൌ
𝛼
2 ൫
𝜃ሶ 2 ൅ sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝛽 cos 𝜃 , 𝛼, 𝛽 ൌ const. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.26. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚: 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝛼𝒓2, 𝛼 ൌ const. 

Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа. 

2.27. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɦаɫɫɵ 𝑚 ɧа ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ в ɩаɪабɨɥɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 1.22).   

2.28. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɦɨɠɟɬ 
двɢгаɬɶɫɹ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ ɩɨ ɩɪɹɦɨɣ. К 
ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧа 
ɩɪɭɠɢɧа (ɠɟɫɬɤɨɫɬɶɸ 𝑘, дɥɢɧɨɣ в 
ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 𝑙0), дɪɭгɨɣ 
ɤɨɧɟɰ ɤɨɬɨɪɨɣ ɡаɤɪɟɩɥɟɧ в ɬɨɱɤɟ 𝐴 
ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑙 ɨɬ ɩɪɹɦɨɣ, ɩɨ 
ɤɨɬɨɪɨɣ двɢɠɟɬɫɹ ɱаɫɬɢɰа (ɪɢɫ. 2.6). 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ 
двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ. 

 

 

 

 

 
Рɢɫ. 2.6 
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2.29. Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ: 

𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ

𝑐2 , 

гдɟ 𝑚, 𝑐 ൌ const. Каɤɨɣ вɢд ɥагɪаɧɠɢаɧ бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ в а) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ б) 
ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ?  

 

2.30. Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ: 

𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ

𝑐2 ൅
𝛼

ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑧2
,    

𝛼,𝑚, 𝑐 ൌ const. Каɤɨɣ вɢд ɥагɪаɧɠɢаɧ бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ в а) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ б) 
ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ?  

2.31.  Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ: 

𝐿 ൌ 𝛼
𝒓ሶ 2

2
൅ 𝛽|𝒓|, 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа.  

2.32. Уɩɪɨɫɬɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɩɭɬɟɦ ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɹ ɩɨɥɧɨɣ ɩɪɨɢɡвɨдɧɨɣ ɩɨ 
вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ. 

𝑎ሻ 𝐿1 ൌ 𝑥ሶsinሺ𝑎𝑡ሻ,   𝑎 ൌ const;   

бሻ  𝐿1 ൌ
1
2
ሺ𝑥ሶ ൅ 𝑏𝑡ሻ2,    𝑏 ൌ const; 

вሻ   𝐿1 ൌ 𝑥𝑦ሶ െ 𝑦𝑥ሶ  ;   гሻ  𝐿1 ൌ 𝑡𝑥𝑥ሶ .  

 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟐. 𝟖.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2

2 𝜑ሶ 2 ൅ 𝑚𝑔𝑙cos𝜑;    𝜑ሷ ൅
2𝑙ሶ
𝑙 𝜑ሶ ൅

𝑔
𝑙 sin𝜑 ൌ 0. 

𝟐. 𝟗.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2

2
ሺ𝜑ሶ12 ൅ 𝜑ሶ 22ሻ ൅ 𝑚𝑔𝑙ሺcos𝜑1 ൅ cos𝜑2ሻ െ

𝑘𝑎2

2
ሺsin𝜑1 െ sin𝜑2ሻ2;   
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𝜑ሷ1 ൅
𝑔
𝑙 sin𝜑1 ൅

𝑘𝑎2

𝑚𝑙2
ሺsin𝜑1 െ sin𝜑2ሻcos𝜑1 ൌ 0, 

𝜑ሷ 2 ൅
𝑔
𝑙 sin𝜑2 െ

𝑘𝑎2

𝑚𝑙2
ሺsin𝜑1 െ sin𝜑2ሻcos𝜑2 ൌ 0. 

𝟐. 𝟏𝟎.  𝐿 ൌ
𝑚1 ൅𝑚2

2 𝑥ሶ 2 ൅ ሺ𝑚1 െ𝑚2ሻ𝑔𝑥; ሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻ𝑥ሷ െ ሺ𝑚1 െ𝑚2ሻ𝑔 ൌ 0. 

𝟐. 𝟏𝟏.  𝐿 ൌ
𝑚1𝑥ሶ 2

2 ൅ ሺ𝑚1 െ𝑚2ሻ𝑔𝑥;    𝑚1𝑥ሷ െ ሺ𝑚1 െ𝑚2ሻ𝑔 ൌ 0; 

 ось 𝑥 направлена вертикально вниз. 

𝟐. 𝟏𝟐.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2

2 𝜑ሶ 2 ൅ 𝑚𝑙ሺ𝑔 ൅ 𝑎ሻcos𝜑;    𝜑ሷ ൅
𝑔 ൅ 𝑎
𝑙 sin𝜑 ൌ 0;   

ɬɨɱɤа ɩɨдвɟɫа ɦаɹɬɧɢɤа двɢɠɟɬɫɹ ввɟɪɯ ɩɪɢ 𝑎 ൐ 0 ɢ вɧɢɡ ɩɪɢ 𝑎 ൏ 0. 

𝟐. 𝟏𝟑.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2

2 𝜑ሶ 2 െ 𝑚𝑙𝑠ሷsin𝜑 ൅𝑚𝑙𝑔cos𝜑;    𝜑ሷ ൅
𝑠ሷ
𝑙 cos𝜑 ൅

𝑔
𝑙 sin𝜑 ൌ 0.   

𝟐. 𝟏𝟒.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2

2 𝜑ሶ 2 ൅ 𝑚𝑙𝑅Z2sinሺ𝜑 െ Z𝑡ሻ ൅ 𝑚𝑔𝑙cos𝜑;     

𝜑ሷ െ
𝑅Z2

𝑙 cosሺ𝜑 െ Z𝑡ሻ ൅
𝑔
𝑙 sin𝜑 ൌ 0. 

𝟐. 𝟏𝟓. 𝐿 ൌ
𝑚1𝑧ሶ12

2 ൅
𝑚2𝑧ሶ22

2 െ 𝑚1𝑔𝑧1 െ 𝑚2𝑔𝑧2;  𝑚1𝑧ሷ1 ൅ 𝑚1𝑔 ൌ 0,  

𝑚2𝑧ሷ2 ൅ 𝑚2𝑔 ൌ 0, 𝑧1 – ɤɨɨɪдɢɧаɬа ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚1, 𝑧2 – ɤɨɨɪдɢɧаɬа 
ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚2. 

𝟐. 𝟏𝟔.  𝐿 ൌ
𝑚1

2
ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑦ሶ12ሻ ൅

𝑚2

2
ሺ𝑥ሶ22 ൅ 𝑦ሶ22ሻ െ

𝑘
2 ቀ
ඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2 െ 𝑙0ቁ

2
, 

𝑚1𝑥ሷ1 ൅ 𝑘 ቀඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2 െ 𝑙0ቁ
ሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ

ඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2
ൌ 0, 

𝑚1𝑦ሷ1 ൅ 𝑘 ቀඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2 െ 𝑙0ቁ
ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ

ඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2
ൌ 0, 
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𝑚1𝑥ሷ2 ൅ 𝑘 ቀඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2 െ 𝑙0ቁ
ሺ𝑥2 െ 𝑥1ሻ

ඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2
ൌ 0, 

𝑚1𝑦ሷ2 ൅ 𝑘 ቀඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2 െ 𝑙0ቁ
ሺ𝑦2 െ 𝑦1ሻ

ඥሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ2
ൌ 0, 

𝑥1, 𝑦1 – ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚1, 𝑥2, 𝑦2 – ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 
𝑚2. 

𝟐. 𝟏𝟕.  𝐿 ൌ
𝑚𝑙2𝜑ሶ 2

2
൅ 𝑚𝑔𝑙 cos𝜑 ; 𝜑ሷ ൅

𝑔
𝑙
sin𝜑 ൌ 0. 

Пɪɢ ɦаɥɵɯ ɭгɥаɯ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ, sin𝜑 ൎ 𝜑, ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ бɭдɟɬ 

𝜑ሷ ൅
𝑔
𝑙 𝜑 ൌ 0. 

𝟐. 𝟏𝟖.  𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝛼 𝜑ሶ 2ሻ െ 𝑚𝑔𝑟 cos𝛼 ; 𝑟ሷ െ 𝑟 sin2 𝛼 𝜑ሶ 2 ൅ 𝑔cos𝛼 ൌ 0,  

𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ൌ 0.     

𝟐. 𝟏𝟗.  𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ 2 ൌ 0, 𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟎.  𝑚𝑥ሷ ൅ 𝛼𝑦 ൌ 0, 𝑚𝑦ሷ ൅ 𝛼𝑥 ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟏.  𝑚𝑥ሷ ൅ 𝛼𝑦 ൌ 0, 𝑚𝑦ሷ ൅ 𝛼𝑥 ൌ 0, 𝑚𝑧ሷ ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟐.  𝑚ሺ𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ 2ሻ ൅ 2𝛼𝑟𝜑 ൌ 0, 𝑚ሺ𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ሻ ൅ 𝛼𝑟 ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟑.  𝑚ሺ𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ 2ሻ ൅ 𝛼𝜑 ൌ 0, 𝑚ሺ𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ሻ ൅ 𝛼 ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟒.  𝑚ሺ𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ 2ሻ ൅ 𝛼 ൌ 0, 𝑚ሺ𝑟𝜑ሷ ൅ 2𝑟ሶ𝜑ሶ ሻ ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟓.  𝛼 ൬𝜃ሷ െ
1
2 sin

ሺ2𝜃ሻ𝜑ሶ 2൰ ൅ 𝛽 sin 𝜃 ൌ 0, 𝛼൫sin2 𝜃 𝜑ሷ ൅ sinሺ2𝜃ሻ𝜑ሶ 𝜃ሶ൯ ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟔.  𝑚𝒓ሷ ൅ 2𝛼𝒓 ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟕.  𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜎2 ൅ 𝜏2ሻሺ𝜎ሶ 2 ൅ 𝜏ሶ 2ሻ; ሺ𝜎2 ൅ 𝜏2ሻ𝜎ሷ ൅ 𝜎ሺ𝜎ሶ 2 െ 𝜏ሶ 2ሻ ൅ 2𝜏𝜏ሶ𝜎ሶ ൌ 0, 

ሺ𝜏2 ൅ 𝜎2ሻ𝜏ሷ ൅ 𝜏ሺ𝜏ሶ2 െ 𝜎ሶ 2ሻ ൅ 2𝜎𝜎ሶ𝜏ሶ ൌ 0. 
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𝟐. 𝟐𝟖.  𝐿 ൌ
𝑚𝑥ሶ 2

2 െ
𝑘
2 ቀ
ඥ𝑙2 ൅ 𝑥2 െ 𝑙0ቁ

2
;     𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑘 ൬1 െ

𝑙0
√𝑙2 ൅ 𝑥2

൰ 𝑥 ൌ 0. 

𝟐. 𝟐𝟗. аሻ  𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ

𝑐2 ;   

бሻ 𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2

𝑐2 . 

𝟐. 𝟑𝟎. аሻ  𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2

𝑐2 ൅
𝛼

ඥ𝜌2 ൅ 𝑧2
; 

бሻ 𝐿 ൌ െ𝑚𝑐2ඨ1 െ
𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2

𝑐2 ൅
𝛼
𝑟. 

𝟐. 𝟑𝟏.  𝛼𝒓ሷ െ 𝛽
𝒓
|𝒓| ൌ 0. 

𝟐. 𝟑𝟐.  аሻ 𝐿 ൌ െ𝑎𝑥cosሺ𝑎𝑡ሻ;   бሻ  𝐿 ൌ
𝑥ሶ 2

2 െ 𝑏𝑥;   вሻ 𝐿 ൌ 2𝑥𝑦ሶ ;  гሻ 𝐿 ൌ െ
𝑥2

2 .   

§ 3. Уɪавɧеɧɢɹ Лагɪаɧжа ɩɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ дɢɫɫɢɩаɬɢвɧɵɯ ɢ 
ɷɥеɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɵɯ ɫɢɥ 

Дɨ ɫɢɯ ɩɨɪ ɦɵ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɥɢ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ гɨɥɨɧɨɦɧɵɦɢ 
ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ ɩɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɫɢɥ. Дɥɹ ɬаɤɢɯ 
ɫɢɫɬɟɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ 𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈. Заɩɢɲɟɦ ɬɟɩɟɪɶ ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа ɩɪɢ 
ɧаɥɢɱɢɢ: 

1) дɢɫɫɢɩаɬɢвɧɵɯ ɫɢɥ, ɨгɪаɧɢɱɢвɲɢɫɶ ɫɢɥаɦɢ ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ, 
ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɵɦɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ; 

2) ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɵɯ ɫɢɥ. 
1) Диссипативнɵе силɵ. В ɫɥɭɱаɟ ɟɫɥɢ ɧа ɱаɫɬɢɰɭ ɦаɫɫɵ  𝑚 дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа 

ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ вɢда 𝑭𝑑 ൌ െ𝑘𝒓ሶ  (𝑘 � ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ), 
ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ 
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𝐿 ൌ 𝑒
𝑘
𝑚𝑡 ቆ

𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻቇ,                                      ሺ3.1ሻ 

гдɟ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ � ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ дɟɣɫɬвɭɸɳɢɯ ɧа ɱаɫɬɢɰɭ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ 
ɫɢɥ.  

Задаɱа 3.1. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа ɫ ɥагɪаɧɠɢаɧɨɦ 𝐿 вɢда 
(3.1) ɩɪɢвɨдɹɬ ɤ ɭɪавɧɟɧɢɸ 𝑚𝒓ሷ ൌ െ𝑘𝒓ሶ ൅ 𝑭, ɨɩɢɫɵваɸɳɟɦɭ двɢɠɟɧɢɟ 
ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ дɢɫɫɢɩаɬɢвɧɨɣ ɫɢɥɵ 𝑭𝑑 ൌ െ𝑘𝒓ሶ  ɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɫɢɥɵ 
𝑭. 

□ Заɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа в вɢдɟ 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝒓 ൌ 0.                                                ሺ3.2ሻ  

Здɟɫɶ ɢ в даɥɶɧɟɣɲɟɦ ɩɨд ɩɪɨɢɡвɨдɧɨɣ ɫɤаɥɹɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɨ вɟɤɬɨɪɭ бɭдɟɦ 
ɩɨɧɢɦаɬɶ вɟɤɬɨɪ, ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɤɨɬɨɪɨгɨ ɪавɧɵ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɦ ɨɬ ɷɬɨɣ вɟɥɢɱɢɧɵ 
ɩɨ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɦ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬаɦ вɟɤɬɨɪа. Таɤ, в даɧɧɨɦ ɫɥɭɱаɟ 𝜕𝐿 𝜕𝒓⁄  ɢ  
𝜕𝐿 𝜕𝒓ሶ⁄  ɟɫɬɶ вɟɤɬɨɪɵ, ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɤɨɬɨɪɵɯ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ ɪавɧɵ  

𝜕𝐿
𝜕𝒓 ൌ ൬

𝜕𝐿
𝜕𝑥 ,

𝜕𝐿
𝜕𝑦 ,

𝜕𝐿
𝜕𝑧൰ ;   

𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ൌ ൬

𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ,

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ ,

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ൰. 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ ሺ3.1ሻ  ɩɨ  𝒓ሶ , ɧаɣдɟɦ, ɱɬɨ 

𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡𝑚𝒓ሶ . 

Тɨгда 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡ሺ𝑚𝒓ሷ ൅ 𝑘𝒓ሶ ሻ. 

Пɪɨɢɡвɨдɧаɹ (3.1) ɩɨ 𝒓 ɪавɧа 

𝜕𝐿
𝜕𝒓 ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡 ൬െ

𝜕𝑈
𝜕𝒓൰. 

Нɨ െ𝜕𝑈 𝜕𝒓⁄   ɟɫɬɶ ɩɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɫɢɥа 𝑭 (ɫɦ. § 2).  

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа (3.2) ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд: 
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𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝒓 ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡ሺ𝑚𝒓ሷ ൅ 𝑘𝒓ሶ ሻ െ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡𝑭 ൌ 0. 

Сɨɤɪаɳаɹ ɨбɟ ɱаɫɬɢ ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɧа 𝑒
ೖ
೘𝑡 ɢ ɩɟɪɟɧɨɫɹ ɩɨɫɥɟдɧɢɟ два ɱɥɟɧа 

вɩɪавɨ, ɩɨɥɭɱɢɦ ɢɫɤɨɦɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ: 

𝑚𝒓ሷ ൌ െ𝑘𝒓ሶ ൅ 𝑭. 

■ 

Задаɱа 3.2. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ ɩаɪабɨɥɟ, ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɧɨɣ 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. На ɱаɫɬɢɰɭ дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ, 
ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧаɹ ɟɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɫ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ 𝑘. 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ. 

□ Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑧 вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ, ɢ ɩɭɫɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ ɩаɪабɨɥɵ 
бɭдɟɬ  

𝑧 ൌ
𝑎𝑥2

2 ,   𝑦 ൌ 0,   𝑎 ൌ const.                                    ሺ3.3ሻ 

В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ вɵбɟɪɟɦ 𝑥. Квадɪаɬ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɪавɟɧ  

𝒓ሶ 2 ൌ 𝑥ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2.                                                    ሺ3.4ሻ 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ (3.3) ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ, ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑧ሶ ൌ 𝑎𝑥𝑥ሶ . 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ в (3.4), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝒓ሶ 2 ൌ 𝑥ሶ 2 ൅ 𝑎2𝑥2𝑥ሶ 2. 

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ  

𝑇 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑎2𝑥2𝑥ሶ 2ሻ, 

а ɟɟ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɟɦ 

𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧 ൌ 𝑚𝑔
𝑎𝑥2

2 . 
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В ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɢɢ ɫ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (3.1) ɫɨɫɬавɥɹɟɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑒

𝑘
𝑚𝑡൫ሺ1 ൅ 𝑎2𝑥2ሻ𝑥ሶ 2 െ 𝑔𝑎𝑥2൯. 

Уɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝑥 ɢɦɟɟɬ вɢд: 

ሺ1 ൅ 𝑎2𝑥2ሻሺ𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑘𝑥ሶ ሻ ൅ 𝑚𝑎𝑥ሺ𝑔 ൅ 𝑎𝑥ሶ 2ሻ ൌ 0. 

■ 

2) Электромагнитнɵе силɵ. Пɭɫɬɶ ɱаɫɬɢɰа ɧаɯɨдɢɬɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ 
ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔 ɢ в ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗. Наɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 
ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɟɣ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ вɵɪаɠɟɧɵ ɱɟɪɟɡ ɫɤаɥɹɪɧɵɣ I 
ɢ вɟɤɬɨɪɧɵɣ 𝑨 ɩɨɬɟɧɰɢаɥɵ: 

𝓔 ൌ െ
1
𝑐
𝜕𝑨
𝜕𝑡 െ gradI,                                               ሺ3.5ሻ 

𝓗 ൌ rot𝑨,                                                         ሺ3.6ሻ 

гдɟ 𝑐 - ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɫвɟɬа. В дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɨɩɟɪаɰɢɢ гɪадɢɟɧɬ
 ɢ 
ɪɨɬɨɪ ɡаɩɢɫɵваɸɬɫɹ в вɢдɟ: 

gradI ൌ
𝜕I
𝜕𝒓 ൌ 𝒆𝑥

𝜕I
𝜕𝑥 ൅ 𝒆𝑦

𝜕I
𝜕𝑦 ൅ 𝒆௭

𝜕I
𝜕𝑧 ,                             ሺ3.7ሻ 

rot𝑨 ൌ ተተ

𝒆𝑥 𝒆𝑦 𝒆௭
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴௭

ተተ ൌ 

ൌ 𝒆𝑥 ቆ
𝜕𝐴௭
𝜕𝑦 െ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 ቇ ൅ 𝒆𝑦 ൬

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 ൰ ൅ 𝒆௭ ቆ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 െ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 ቇ,          ሺ3.8ሻ 

гдɟ 𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 𝒆௭ – ɨɪɬɵ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, а 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴௭ � 
ɩɪɨɟɤɰɢɢ вɟɤɬɨɪа 𝑨 ɧа ɨɫɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. С ɭɱɟɬɨɦ (3.7) ɢ (3.8) ɡаɩɢɲɟɦ 

                                           

 Раɧɟɟ ɨɩɟɪаɰɢɸ гɪадɢɟɧɬ ɦɵ ɭɠɟ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɥɢ в ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ 

ɫɢɥɵ в ɧаɱаɥɟ §2 ɢ в вɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɨɪɦɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (3.2). 
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ɭɪавɧɟɧɢɹ (3.5) ɢ (3.6) в ɩɪɨɟɤɰɢɹɯ ɧа ɨɫɢ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ: 

ℰ𝑥 ൌ െ
1
𝑐
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑡 െ

𝜕I
𝜕𝑥 , ℰ𝑦 ൌ െ

1
𝑐
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑡 െ

𝜕I
𝜕𝑦 , ℰ௭ ൌ െ

1
𝑐
𝜕𝐴௭
𝜕𝑡 െ

𝜕I
𝜕𝑧 ,     ሺ3.9ሻ 

ℋ𝑥 ൌ
𝜕𝐴௭
𝜕𝑦 െ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 , ℋ𝑦 ൌ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 , ℋ௭ ൌ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 െ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 .           ሺ3.10ሻ 

Сɥɟдɭɟɬ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɩɨ ɡадаɧɧɵɦ ɩɨɥɹɦ 𝓔 ɢ 𝓗 ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɢ вɟɤɬɨɪɧɵɣ  
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɵ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɧɟɨдɧɨɡɧаɱɧɨ. Иɯ ɦɨɠɧɨ вɵбɪаɬɶ ɩɨ-ɪаɡɧɨɦɭ, 
ɟдɢɧɫɬвɟɧɧɵɦ ɧаɥагаɟɦɵɦ ɭɫɥɨвɢɟɦ ɹвɥɹɟɬɫɹ вɵɩɨɥɧɟɧɢɟ ɪавɟɧɫɬв (3.9)-
(3.10). Пɪɢ ɷɬɨɦ, вɧɟ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ вɵбɨɪа I ɢ 𝑨, ɟɫɥɢ ɨɧɢ ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɸɬ 
(3.9) ɢ (3.10), ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ бɭдɟɬ ɨдɧɢɦ ɢ ɬɟɦ ɠɟ. 
Эɬɨ ɫвɹɡаɧɨ ɫ ɬɟɦ, ɱɬɨ ɤɥаɫɫɢɱɟɫɤаɹ ɷɥɟɤɬɪɨдɢɧаɦɢɤа дɨɩɭɫɤаɟɬ вɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ 
ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ ɢ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв, ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɡɧаɱɟɧɢɹ 
ɩɨɥɟɣ 𝓔 ɢ 𝓗 ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɸɬɫɹ. Таɤɢɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɹ ɧаɡɵваɸɬɫɹ 
ɤаɥɢбɪɨвɨɱɧɵɦɢ ɢ ɡаɤɥɸɱаɸɬɫɹ в ɨдɧɨвɪɟɦɟɧɧɨɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв I 
ɢ 𝑨  ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

Iᇱ ൌ Iെ
1
𝑐
𝜕𝐹
𝜕𝑡 ;   𝑨

ᇱ ൌ 𝑨 ൅ grad𝐹, 

гдɟ 𝐹 ൌ 𝐹ሺ𝒓, 𝑡ሻ – ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 3.21).   

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ ɢ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ, ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ 
ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ
: 

                                           

 Эɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɵɟ ɫɢɥɵ ɨɬɧɨɫɹɬɫɹ ɤ ɬаɤ ɧаɡɵваɟɦɨɦɭ ɤɥаɫɫɭ ɨбɨбɳɟɧɧɨ-

ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɫɢɥ 𝑭, ɤɨɬɨɪɵɟ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ ɡадаɧɵ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɫɤаɥɹɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑉, 
ɡавɢɫɹɳɟɣ ɧɟ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɢ ɩɨɥɨɠɟɧɢɣ ɬɨɱɟɤ, ɧɨ ɢ ɨɬ ɢɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ, ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 
ɪавɟɧɫɬва  

𝑭 ൌ
𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝑉
𝜕𝒓ሶ

െ
𝜕𝑉
𝜕𝒓
. 

В ɫɥɭɱаɟ ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɵɯ ɫɢɥ  

𝑉 ൌ െ
𝑞
𝑐
ሺ𝑨, 𝒓ሶ ሻ ൅ 𝑞I. 
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𝐿ሺ𝒓, 𝒓ሶ , 𝑡ሻ ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ െ 𝑞I.                                 ሺ3.11ሻ 

Задаɱа 3.3. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ 

𝑚𝒓ሷ ൌ 𝑞𝓔 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝒓ሶ ൈ𝓗ሻ                                         ሺ3.12ሻ 

ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ, 
ɩɨɥɭɱаɟɬɫɹ ɢɡ ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа, в ɤɨɬɨɪɵɯ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɮɭɧɤɰɢɢ Лагɪаɧɠа 
вɡɹɬа ɮɭɧɤɰɢɹ (3.11)*. 

□ Сɨɫɬавɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ (3.11). Сɧаɱаɥа ɧаɣдɟɦ, 
ɱɬɨ 

𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ൌ 𝑚𝑥ሶ ൅

𝑞
𝑐 𝐴𝑥,

𝜕𝐿
𝜕𝑥 ൌ

𝑞
𝑐 ቆ
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥 𝑥ሶ ൅

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 𝑦ሶ ൅

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 𝑧ሶቇ െ 𝑞

𝜕I
𝜕𝑥.       ሺ3.13ሻ 

Аɧаɥɨгɢɱɧɵɟ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ ɢɦɟɸɬ ɦɟɫɬɨ дɥɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑦 и 𝑧. 
Пɨдɫɬаɧɨвɤа (3.13) в ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝑥, ɬ.ɟ. в ɭɪавɧɟɧɢɟ  

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝑥 ൌ 0, 

ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɪавɟɧɫɬвɭ 

𝑚𝑥ሷ ൅
𝑞
𝑐 ൬
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥 𝑥ሶ ൅

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 𝑦ሶ ൅

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 𝑧ሶ ൅

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑡 ൰ െ

𝑞
𝑐 ቆ
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥 𝑥ሶ ൅

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 𝑦ሶ ൅

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 𝑧ሶቇ ൅ 

൅𝑞
𝜕I
𝜕𝑥 ൌ 0. 

Пɟɪɟɧɨɫɹ в ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɢ вɫɟ ɫɢɥɵ в ɩɪавɭɸ ɱаɫɬɶ ɢ гɪɭɩɩɢɪɭɹ ɫɥагаɟɦɵɟ, 
ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑚𝑥ሷ ൌ െ
𝑞
𝑐
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑡 െ 𝑞

𝜕I
𝜕𝑥 ൅

𝑞
𝑐 ቊቆ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 െ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 ቇ𝑦ሶ െ ൬

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 ൰ 𝑧ሶቋ.       ሺ3.14ሻ 

                                           
* В ɮɨɪɦɭɥɟ (3.12) ɩɨд 𝒓ሶ ൈ𝓗 ɩɨɧɢɦаɟɬɫɹ вɟɤɬɨɪɧɨɟ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɟ. В даɥɶɧɟɣɲɟɦ 

вɟɡдɟ дɥɹ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ бɭдɟɦ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɬɶ ɫɢɦвɨɥ “ൈ”. 
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С ɭɱɟɬɨɦ ɮɨɪɦɭɥ (3.9) ɢ (3.10) ɡаɦɟɱаɟɦ, ɱɬɨ ɩɟɪвɵɟ два ɱɥɟɧа в ɩɪавɨɣ ɱаɫɬɢ 
(3.14) ɟɫɬɶ ɭɦɧɨɠɟɧɧаɹ ɧа ɡаɪɹд 𝑞 ɩɪɨɟɤɰɢɹ ℰ𝑥 вɟɤɬɨɪа ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 
ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ ɧа ɨɫɶ 𝑥, а в ɤɪɭгɥɵɯ ɫɤɨбɤаɯ ɫɬɨɹɬ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ℋ௭ ɢ ℋ𝑦 
вɟɤɬɨɪа ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ ɧа ɨɫɢ 𝑧 и 𝑦, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Тɟɩɟɪɶ 
ɭɪавɧɟɧɢɟ (3.14) ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝑚𝑥ሷ ൌ 𝑞ℰ𝑥 ൅
𝑞
𝑐 ൫ℋ௭𝑦ሶ െ ℋ𝑦𝑧ሶ൯.                                     ሺ3.15ሻ 

Абɫɨɥɸɬɧɨ аɧаɥɨгɢɱɧɨ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑦 и 𝑧: 

𝑚𝑦ሷ ൌ 𝑞ℰ𝑦 ൅
𝑞
𝑐
ሺℋ𝑥𝑧ሶ െ ℋ௭𝑥ሶሻ,                                     ሺ3.16ሻ 

𝑚𝑧ሷ ൌ 𝑞ℰ௭ ൅
𝑞
𝑐 ൫ℋ𝑦𝑥ሶ െ ℋ𝑥𝑦ሶ൯.                                     ሺ3.17ሻ 

Вɫɩɨɦɢɧаɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɟ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ, вɢдɢɦ, ɱɬɨ в ɤɪɭгɥɵɯ 
ɫɤɨбɤаɯ ɪавɟɧɫɬв (3.15)-(3.17) ɫɬɨɹɬ ɩɪɨɟɤɰɢɢ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ 𝒓ሶ ൈ
𝓗, ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа (3.15)-(3.17) ɷɤвɢваɥɟɧɬɧɵ 
ɭɪавɧɟɧɢɸ (3.12).    ■ 

Задаɱа 3.4. Наɣдɢɬɟ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ 
ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝓗.  

□ Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑧 ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ вдɨɥɶ вɟɤɬɨɪа 𝓗. 
Пɪɨɟɤɰɢɢ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɹɦɢ (3.10). Пɪɢ 
вɵбɨɪɟ ɨɫɢ 𝑧  вдɨɥɶ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 𝓗, ɭɪавɧɟɧɢɹ (3.10) ɩɪɢɦɭɬ вɢд:  

0 ൌ
𝜕𝐴௭
𝜕𝑦 െ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 , 0 ൌ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 , ℋ ൌ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 െ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦  .                      

Эɬɨ ɟдɢɧɫɬвɟɧɧɵɟ ɭɫɥɨвɢɹ, ɧаɤɥадɵваɟɦɵɟ ɧа ɩɪɨɟɤɰɢɢ 𝑨. Дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɷɬɢɯ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ ɦɨɠɧɨ вɵбɪаɬɶ, ɧаɩɪɢɦɟɪ, ɱɬɨ 𝐴𝑥 ൌ 𝐴௭ ൌ 0. Тɨгда ɨɫɬаɸɬɫɹ 
ɫɥɟдɭɸɳɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ дɥɹ 𝐴𝑦: 

0 ൌ
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 , ℋ ൌ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 . 
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Пɪɨɫɬɟɣɲɢɦ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɷɬɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ бɭдɟɬ 𝐴𝑦 ൌ 𝑥ℋ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ  

𝓗 ൌ ሺ0,0,ℋሻ 

ɡɧаɱɟɧɢɟ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ вɵбɪаɧɨ ɤаɤ*  

𝑨 ൌ ሺ0, 𝑥ℋ, 0ሻ. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ ɫɤаɥɹɪɧɨɟ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɟ  

𝑨 ∙ 𝒓ሶ ൌ 𝑥ℋ𝑦ሶ . 

Пɟɪɟɣдɟɦ ɬɟɩɟɪɶ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Дɥɹ ɷɬɨгɨ 
ɡаɩɢɲɟɦ ɫвɹɡɶ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑥, 𝑦 ɫ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɦɢ (ɫɦ. § 1): 

𝑥 ൌ 𝜌cos𝜑,   𝑦 ൌ 𝜌sin𝜑. 

Оɬɫɸда 𝑦ሶ ൌ 𝜌ሶsin𝜑 ൅ 𝜌𝜑ሶ cos𝜑, а ɫɤаɥɹɪɧɨɟ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɟ 

𝑨 ∙ 𝒓ሶ ൌ 𝑥ℋ𝑦ሶ ൌ 𝜌𝜌ሶℋcos𝜑sin𝜑 ൅ 𝜌2𝜑ሶℋcos2𝜑. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ ɧɟɬ, ɬ.ɟ. 𝓔 ൌ 0, а 
вɵбɪаɧɧɵɣ ɧаɦɢ вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ 
ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ I ɦɨɠɧɨ вɵбɪаɬɶ ɪавɧɵɦ ɧɭɥɸ. Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨ, ɩɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ  

𝓔 ൌ െ
1
𝑐
𝜕𝑨
𝜕𝑡 െ ∇I ൌ െ

1
𝑐
𝜕𝑨
𝜕𝑡 െ 𝒆𝑥

𝜕I
𝜕𝑥 െ 𝒆𝑦

𝜕I
𝜕𝑦 െ 𝒆௭

𝜕I
𝜕𝑧. 

Таɤ ɤаɤ  𝜕𝑨 𝜕𝑡⁄ ൌ 0, ɬɨ дɥɹ вɵɩɨɥɧɟɧɢɹ ɪавɟɧɫɬва 𝓔 ൌ 0 ɧаɢбɨɥɟɟ ɩɪɨɫɬɨ 
ɩɨɥɨɠɢɬɶ I ൌ 0. 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɥагɪаɧɠɢаɧ (3.11) в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɩɪɢɦɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ ൌ

𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
𝑐
ሺ𝜌𝜌ሶcos𝜑sin𝜑 ൅ 𝜌2𝜑ሶ cos2𝜑ሻ, 

                                           

 Бɟɡɭɫɥɨвɧɨ, вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ, ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɸɳɢɣ ɭɪавɧɟɧɢɹɦ (3.10), ɦɨɠɟɬ 

бɵɬɶ вɵбɪаɧ ɢ в дɪɭгɨɦ вɢдɟ. Одɧаɤɨ ɩɨɥɭɱаɸɳɢɟɫɹ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɧɟ 
ɢɡɦɟɧɹɬɫɹ.   
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гдɟ ɭɱɬɟɧɨ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 1.1), ɱɬɨ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 

𝒓ሶ 𝟐 ൌ 𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2. 

Уɩɪɨɫɬɢɦ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɣ ɥагɪаɧɠɢаɧ, вɵдɟɥɢв в ɧɟɦ ɩɨɥɧɭɸ 
ɩɪɨɢɡвɨдɧɭɸ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ. Дɥɹ ɷɬɨгɨ ɡаɦɟɬɢɦ, 
ɱɬɨ  

𝑑
𝑑𝑡 ൬

1
2𝜌

2cos𝜑sin𝜑൰ ൌ 𝜌𝜌ሶcos𝜑sin𝜑 ൅
1
2𝜌

2𝜑ሶ cos2𝜑 െ
1
2𝜌

2𝜑ሶ sin2𝜑, 

ɨɬɤɭда  

𝜌𝜌ሶcos𝜑sin𝜑 ൌ
𝑑
𝑑𝑡 ൬

1
2𝜌

2cos𝜑sin𝜑൰ െ
1
2𝜌

2𝜑ሶ cos2𝜑 ൅
1
2𝜌

2𝜑ሶ sin2𝜑. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ в ɥагɪаɧɠɢаɧ вɦɟɫɬɨ 𝜌𝜌ሶcos𝜑sin𝜑 ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ, 
ɢɦɟɟɦ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2cos𝜑sin𝜑൰ ൅
𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2𝜑ሶ . 

Иɥɢ, ɢɫɤɥɸɱаɹ ɩɨɥɧɭɸ ɩɪɨɢɡвɨдɧɭɸ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ, ɧаɯɨдɢɦ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2𝜑ሶ .                             ሺ3.18ሻ 

Тɟɩɟɪɶ ɫɨɫɬавɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа: 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝜌ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝜌 ൌ 𝜌ሷ െ 𝜌𝜑ሶ

2 െ
𝑞ℋ
𝑚𝑐 𝜌𝜑ሶ ൌ 0, 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ

െ
𝜕𝐿
𝜕𝜑

ൌ
𝑑
𝑑𝑡 ൬

𝑚𝜌2𝜑ሶ ൅
𝑞ℋ
2𝑐

𝜌2൰ ൌ 0,  

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝑧 ൌ 𝑚𝑧ሷ ൌ 0. 

Эɬɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɢ ɟɫɬɶ ɢɫɤɨɦɵɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. 

Заɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ Лагɪаɧɠɢаɧ (3.18) ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɡɧаɱɢɬɟɥɶɧɨ ɩɪɨɳɟ, 
ɟɫɥɢ ɫɪаɡɭ ɡаɩɢɫаɬɶ ɨɩɟɪаɰɢɸ ɪɨɬɨɪ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 
Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨ, ɫɨгɥаɫɧɨ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɸ 2, ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 
ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ ɧа ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɪавɧɵ   
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ℋఘ ൌ
1
𝜌 ቆ
𝜕𝐴௭
𝜕𝜑 െ

𝜕൫𝜌𝐴ఝ൯
𝜕𝑧 ቇ𝒆ఘ,    ℋఝ ൌ ቆ

𝜕𝐴ఘ
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝜌 ቇ ,   ℋ௭ ൌ

1
𝜌ቆ
𝜕൫𝜌𝐴ఝ൯
𝜕𝜌 െ

𝜕𝐴ఘ
𝜕𝜑 ቇ. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɨɬɥɢɱɧа ɨɬ ɧɭɥɹ ɬɨɥɶɤɨ ɫɨɫɬавɥɹɸɳаɹ ℋ௭ ൌ ℋ, ɬɨ вɟɤɬɨɪɧɵɣ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ ɪавɧɵɦ* 𝐴ఘ ൌ 𝐴௭ ൌ 0, 𝐴ఝ ൌ 𝜌ℋ 2⁄ . Тɨгда, 
ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢɡ ɡадаɱɢ 1.1, ɧаɣдɟɦ, ɱɬɨ 

ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ ൌ
𝜌2ℋ
2 𝜑ሶ , 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ ൌ

𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2𝜑ሶ , 

ɱɬɨ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ (3.18). ■ 

Задаɱа 3.5. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 
𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɡаɤɪɟɩɥɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɡаɪɹдɨɦ 𝑄.  

□ Сɨгɥаɫɧɨ (3.10) в ɨɬɫɭɬɫɬвɢɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ 
вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ 𝑨 ൌ 0. Тɨгда ɥагɪаɧɠɢаɧ бɭдɟɬ:  

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑞I. 

Наɣдɟɦ ɹвɧɵɣ вɢд ɩɨɬɟɧɰɢаɥа I. Наɱаɥɨ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ вɵбɟɪɟɦ в 
ɦɟɫɬɟ ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɡаɪɹда Q. Наɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ, 
ɫɨɡдаваɟɦаɹ ɡаɪɹдɨɦ Q, ɟɫɬɶ 

𝓔 ൌ
𝑄
𝑟2
𝒓
𝑟 ,                                                      ሺ3.19ሻ 

гдɟ 𝑟 – ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ ɧаɱаɥа ɤɨɨɪдɢɧаɬ дɨ ɡаɪɹда 𝑞. Эɬа ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ 
ɫвɹɡаɧа ɫɨ ɫɤаɥɹɪɧɵɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ (ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɪавɟɧɫɬва ɧɭɥɸ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥа) ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ  

                                           
* Кɨɧɟɱɧɨ, ɤаɤ ɢ в ɫɥɭɱаɟ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɬаɤɨɣ вɵбɨɪ ɧɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ 

ɟдɢɧɫɬвɟɧɧɨ вɨɡɦɨɠɧɵɦ. 
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𝓔 ൌ െ൬𝒆𝑥
𝜕I
𝜕𝑥 ൅ 𝒆𝑦

𝜕I
𝜕𝑦 ൅ 𝒆௭

𝜕I
𝜕𝑧൰.                                   ሺ3.20ሻ 

Уɦɧɨɠɢɦ ɨбɟ ɱаɫɬɢ (3.20) ɫɤаɥɹɪɧɨ ɧа вɟɤɬɨɪ 

𝑑𝒓 ൌ 𝑑𝑥𝒆𝑥 ൅ 𝑑𝑦𝒆𝑦 ൅ 𝑑𝑧𝒆௭. 

В ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝓔 ∙ 𝑑𝒓 ൌ െ൬
𝜕I
𝜕𝑥 𝑑𝑥 ൅

𝜕I
𝜕𝑦 𝑑𝑦 ൅

𝜕I
𝜕𝑧 𝑑𝑧൰ ൌ െ𝑑I. 

Оɬɫɸда 

I ൌ െන𝓔 ∙ 𝑑𝒓.                                             ሺ3.21ሻ 

 Пɨдɫɬавɥɹɹ в (3.21) вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ ɩɨɥɹ (3.19) ɢ 
ɭɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝒓 ∙ 𝑑𝒓 ൌ 𝑟𝑑𝑟, ɢɦɟɟɦ 

I ൌ െන
𝑄
𝑟2 𝑑𝑟 ൌ

𝑄
𝑟 ൅ 𝐶,                                  ሺ3.22ሻ 

гдɟ 𝐶 – ɤɨɧɫɬаɧɬа. Еɫɥɢ ɩɪɢɧɹɬɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɪавɧɵɦ ɧɭɥɸ ɧа бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ, ɬɨ 
ɫɥɟдɭɟɬ ɩɨɥɨɠɢɬɶ в (3.22) 𝐶 ൌ 0. Тɨгда ɨɤɨɧɱаɬɟɥɶɧɨ ɩɨɥɭɱаɟɦ 

I ൌ
𝑄
𝑟 , 

ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿ሺ𝒓, 𝒓ሶ ሻ ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ
𝑞𝑄
𝑟 . 

■ 

Задаɱа 3.6. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, 
ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ дɢɩɨɥɹ. 

□ Эɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɢɦ дɢɩɨɥɟɦ ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦа ɢɡ двɭɯ ɪавɧɵɯ ɩɨ 
абɫɨɥɸɬɧɨɣ вɟɥɢɱɢɧɟ ɢ ɩɪɨɬɢвɨɩɨɥɨɠɧɵɯ ɩɨ ɡɧаɤɭ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɢɯ ɡаɪɹдɨв 
𝑒 ൐ 0 и  െ𝑒 ൏ 0, ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ  𝑎 ɦɟɠдɭ ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɦаɥɨ ɩɨ ɫɪавɧɟɧɢɸ ɫ 
ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟɦ дɨ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɵɯ ɬɨɱɟɤ ɩɨɥɹ (в ɤɨɬɨɪɵɯ ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɱаɫɬɢɰа). 
Сɯɟɦаɬɢɱɧɨ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɢɡɨбɪаɠɟɧа ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 3.1.  
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Пɭɫɬɶ 𝑟 ɢ 𝑟ᇱ – ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 
дɨ ɱаɫɬɢɰɵ ɨɬ ɡаɪɹдɨв െ𝑒 и 𝑒, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Наɩɪавɢɦ 
ɩɨɥɹɪɧɭɸ ɨɫɶ (ɨɫɶ 𝑧 ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ) 
ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
вдɨɥɶ дɢɩɨɥɹ, а ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа 
ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ ɡаɪɹдɨɦ െ𝑒.  

Пɨɬɟɧɰɢаɥ дɢɩɨɥɹ в ɬɨɱɤɟ 
ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɪɹда 𝑞 ɪавɟɧ* 

I ൌ 𝑒 ൬
1
𝑟ᇱ െ

1
𝑟൰.                                              ሺ3.23ሻ 

Вɵɪаɡɢɦ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɬɟɨɪɟɦɵ ɤɨɫɢɧɭɫɨв 𝑟ᇱ ɱɟɪɟɡ 𝑟 ɢ T: 

𝑟ᇱ ൌ ඥ𝑟2 ൅ 𝑎2 െ 2𝑎𝑟cosT ൎ ඥ𝑟2 െ 2𝑎𝑟cosT.              ሺ3.24ሻ 

В ɪавɟɧɫɬвɟ (3.24) ɦɵ ɩɪɟɧɟбɪɟгɥɢ ɱɥɟɧɨɦ 𝑎2, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨ ɭɫɥɨвɢɸ 𝑎 ≪ 𝑟.  

Пɨдɫɬавɥɹɹ (3.24) в (3.23), ɧаɯɨдɢɦ: 

I ൌ
𝑒
𝑟
[
 
 
 1

ට1 െ 2𝑎𝑟 cosT
െ 1

]
 
 
 
.                                    ሺ3.25ሻ 

Раɡɥагаɹ в вɵɪаɠɟɧɢɢ (3.25) ɩɟɪвɵɣ ɱɥɟɧ в ɫɤɨбɤаɯ ɩɨ ɦаɥɨɦɭ ɩаɪаɦɟɬɪɭ 𝑎 𝑟⁄ , 
ɢɦɟɟɦ: 

1

ට1 െ 2𝑎𝑟 cosT
ൎ 1 ൅

𝑎
𝑟
cosT, 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 

I ൎ
𝑒𝑎
𝑟2 cosT ൌ

𝑝
𝑟2 cosT, 

                                           
* Даɧɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ, вɨɫɩɨɥɶɡɨвавɲɢɫɶ ɮɨɪɦɭɥɨɣ дɥɹ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ 

ɩɨɬɟɧɰɢаɥа ɢɡ ɡадаɱɢ 3.5 ɢ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɢɢ.  

 
Рɢɫ. 3.1 
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гдɟ 𝑝 ൌ 𝑒𝑎 ɟɫɬɶ дɢɩɨɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ.  

В ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.1) 

𝑇 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯. 

Пɨɥагаɹ 𝑨 ൌ 0 (ɦагɧɢɬɧɨɟ ɩɨɥɟ ɨɬɫɭɬɫɬвɭɟɬ) в вɵɪаɠɟɧɢɢ (3.11), 
ɩɨɥɭɱаɟɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ: 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2
െ 𝑞I ൌ

𝑚
2 ൫
𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ

𝑞𝑝
𝑟2
cosT. 

■ 

В ɫɥɭɱаɟ, ɟɫɥɢ ɧа ɱаɫɬɢɰɭ ɩɨɦɢɦɨ ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɵɯ ɫɢɥ, дɟɣɫɬвɭɸɬ 
ɟɳɟ ɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ ɫɢɥɵ, ɨɩɢɫɵваɟɦɵɟ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ, ɬɨ 
ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿ሺ𝒓, 𝒓ሶ , 𝑡ሻ ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ െ 𝑞Iെ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ.                    ሺ3.26ሻ 

Задаɱа 3.7. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 
𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ 𝓔 ɢ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ.  

□ Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ 
(3.21), ɩɨɥɭɱɢɦ (ɫ ɭɱɟɬɨɦ 𝓔 ൌ constሻ 

I ൌ െන𝓔 ∙ 𝑑𝒓 ൌ െන𝑑ሺ𝓔 ∙ 𝒓ሻ ൌ െ 𝓔 ∙ 𝒓 ൅ const. 

Вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɩɨɥɨɠɢɦ ɪавɧɵɦ ɧɭɥɸ, ɬаɤ ɤаɤ ɦагɧɢɬɧɨɟ ɩɨɥɟ 
ɨɬɫɭɬɫɬвɭɟɬ.  

Наɣдɟɦ ɬɟɩɟɪɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ. Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ,  

𝑚𝒈 ൌ െgrad𝑈. 

Рɟɲаɹ ɷɬɨ вɟɤɬɨɪɧɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɩɨ аɧаɥɨгɢɢ ɫ ɪɟɲɟɧɧɵɦ вɵɲɟ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ 
дɥɹ ɫɤаɥɹɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа, ɩɨɥɭɱɢɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 
ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ: 

𝑈 ൌ െ𝑚ሺ𝒈 ∙ 𝒓ሻ ൅ const. 
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В ɢɬɨгɟ, ɨɩɭɫɤаɹ в ɥагɪаɧɠɢаɧɟ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ*, ɫɨгɥаɫɧɨ (3.26) ɢɦɟɟɦ: 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅ 𝑞ሺ𝓔 ∙ 𝒓ሻ ൅ 𝑚ሺ𝒈 ∙ 𝒓ሻ. 

■ 

Задаɱа 3.8. Наɣдɢɬɟ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗, ɤɨɬɨɪɨɟ ɧаɩɪавɥɟɧɨ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨ 
ɩɨɥɸ ɬɹɠɟɫɬɢ (𝓗 ⊥ 𝒈).   

□ Вɵбɟɪɟɦ дɟɤаɪɬɨвɭ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɬаɤ, ɱɬɨбɵ ɨɫɶ 𝑧 бɵɥа 
ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ вɟɤɬɨɪа 𝓗, а ɨɫɶ 𝑦 – вдɨɥɶ вɟɤɬɨɪа 𝒈.  

Сɨгɥаɫɧɨ ɡадаɱɟ 3.4, в ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 
ɢɦɟɟɬ ɫɨɫɬавɥɹɸɳɢɟ ሺ0,0,ℋሻ, вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ  

𝑨 ൌ ሺ0, 𝑥ℋ, 0ሻ. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ, в ɫɢɥɭ ɨɬɫɭɬɫɬвɢɹ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ, ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ I 
ɦɨɠɧɨ ɩɪɢɧɹɬɶ ɪавɧɵɦ ɧɭɥɸ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 3.4).  

За ɧɨɥɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɩɨɥɹ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɪɢɦɟɦ 𝑦 ൌ 0. Тɨгда 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ 

𝑈 ൌ െ𝑚𝑔𝑦. 

Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɫɨгɥаɫɧɨ (3.26), ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ  

𝐿 ൌ
𝑚ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ

2
൅
𝑞ℋ
𝑐
𝑥𝑦ሶ ൅ 𝑚𝑔𝑦. 

■ 

 

                                           
* Эɬɨ ɦɨɠɧɨ ɫдɟɥаɬɶ, ɩɨɥɶɡɭɹɫɶ ɫвɨɣɫɬвɨɦ аддɢɬɢвɧɨɣ ɧɟɨдɧɨɡɧаɱɧɨɫɬɢ 

ɥагɪаɧɠɢаɧа (ɫɦ. § 2). 
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Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

3.9. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɨдɧɨɦɟɪɧɨгɨ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа ɫ вɹɡɤɢɦ ɬɪɟɧɢɟɦ (ɫɢɥа ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ 𝐹𝑑 ൌ െ𝑘𝑥ሶ ) ɦɨɠɧɨ 
ɡаɩɢɫаɬɶ ɤаɤ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа  

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝑥 ൌ 0, 

ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɥагɪаɧɠɢаɧ (3.1). 

3.10. Два ɨдɢɧаɤɨвɵɯ гɪɭɡа 
ɦаɫɫɵ 𝑚 ɫвɹɡаɧɵ ɦɟɠдɭ ɫɨбɨɣ ɢ ɫ 
ɧɟɩɨдвɢɠɧɵɦɢ ɫɬɟɧɤаɦɢ 
ɩɪɭɠɢɧаɦɢ ɠɟɫɬɤɨɫɬɢ 𝑘1, 𝑘2 и 𝑘3 
(ɪɢɫ. 3.2). На ɤаɠдɵɣ ɢɡ гɪɭɡɨв 
дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ 
𝐹𝑖 ൌ െ𝑘𝑥ሶ𝑖  ሺ𝑖 ൌ 1, 2ሻ. Наɣдɢɬɟ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ. Мɨɠɧɨ ɥɢ 
ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ ɥагɪаɧɠɢаɧ, ɟɫɥɢ 

ɦаɫɫɵ гɪɭɡɨв ɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ ɬɪɟɧɢɹ ɪаɡɥɢɱɧɵ?  

3.11. На ɱаɫɬɢɰɭ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɭɸɫɹ в вɹɡɤɨɣ ɫɪɟдɟ (ɫɢɥа 
ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ 𝑭𝑟 ൌ െ𝑘𝒓ሶ , 𝑘 ൌ const) дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа 𝑭 ൌ െ𝛼𝒓 (𝛼 ൌ const). 
Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

3.12. Заɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɩɥɨɫɤɨгɨ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа 
(ɪɢɫ. 2.5) (ɦаɫɫа 𝑚, дɥɢɧа ɩɨдвɟɫа 𝑙), двɢɠɭɳɟгɨɫɹ в вɹɡɤɨɣ ɫɪɟдɟ (ɫɢɥа 
ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ 𝐹 ൌ െ𝛼𝜑ሶ , 𝛼 ൌ const, 𝜑 – ɭгɨɥ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа ɨɬ 
вɟɪɬɢɤаɥɢ), в ɩɨɥɟ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

3.13. Лагɪаɧɠɢаɧ ɢɦɟɟɬ вɢд (𝛽,𝑚,𝜔 ൌ constሻ: 

𝐿 ൌ 𝑒ఉ𝑡
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 െ 𝜔2𝑥2ሻ. 

Пɪɨɢɡвɟдɹ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ 

𝑥 ൌ 𝑒−
ఉ
2𝑡𝑠, 

ɡаɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝑠. 

m m

x
Рɢɫ. 3.2

k1 2k 3k
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3.14. Чаɫɬɢɰɵ, ɢɦɟɸɳɢɟ ɦаɫɫɵ 𝑚1 ɢ 𝑚2 ɢ ɡаɪɹдɵ 𝑞1 ɢ 𝑞2, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɧаɯɨдɹɬɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ 𝓔 ɢ ɩɨɥɟ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ. Заɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ.  

3.15. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ ɫɮɟɪɟ ɪадɢɭɫа 𝑅 в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ 𝓔. Заɩɢɲɢɬɟ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ. 

3.16. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɰɢɥɢɧдɪа ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ 𝓔, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪа. Заɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ. 

3.17. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 
𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ дɢɩɨɥɹ, ɨбɥадаɸɳɟгɨ дɢɩɨɥɶɧɵɦ 
ɦɨɦɟɧɬɨɦ 𝒑 ൌ ሺ𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝௭ሻ. 

3.18. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ 
в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ дɢɩɨɥɹ ɫ дɢɩɨɥɶɧɵɦ ɦɨɦɟɧɬɨɦ 𝒑, в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. 

3.19. Вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ 𝑨 ɢɦɟɟɬ вɢд 𝑨 ൌ 𝑨0 cosΩ𝑡,  𝑨0 ൌ const, Ω ൌ
const, ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ I ൌ 0. Чɟɦɭ ɪавɧɵ вɟɤɬɨɪɵ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 
ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɟɣ? 

3.20. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ ℋ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ: 

 𝑨 ൌ
1
2 ሺ𝓗 ൈ 𝒓ሻ. 

3.21. Пɭɫɬɶ ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɟ ɩɨɥɟ ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ ɫɤаɥɹɪɧɵɦ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ I ሺ𝒓, 𝑡ሻ ɢ вɟɤɬɨɪɧɵɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 𝑨ሺ𝒓, 𝑡ሻ. Иɡɦɟɧɢɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɵ 
ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

Iᇱ ൌ Iെ
1
𝑐
𝜕𝐹
𝜕𝑡 ;   𝑨

ᇱ ൌ 𝑨 ൅ grad𝐹, 

гдɟ 𝐹 ൌ 𝐹ሺ𝒓, 𝑡ሻ – ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɟɧɢ. 

а) Каɤ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ 𝓔′ дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв I′ ɢ 𝑨′ 
ɫвɹɡаɧа ɫ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ ɩɨɥɹ 𝓔 дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв I ɢ 𝑨? 



54 

 

б) Каɤ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 𝓗ᇱ дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа 𝑨′ ɫвɹɡаɧа ɫ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶɸ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 𝓗 дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа 𝑨?  

в) Каɤ ɥагɪаɧɠɢаɧ 𝐿′ дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв I′ ɢ 𝑨′ ɫвɹɡаɧ ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ 
Лагɪаɧɠа 𝐿 дɥɹ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨв I ɢ 𝑨? 

3.22. Наɣдɢɬɟ в ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɯ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ 
ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝓗.  

3.23. Наɣдɢɬɟ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 
ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝓗. 

3.24. Наɣдɢɬɟ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 
ɢ ɡаɪɹда 𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɦɨɧɨɩɨɥɹ 

𝓗 ൌ
𝛾𝒓
𝑟3 ,    𝛾 ൌ const.  

Указание: вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɭдɨбɧɨ вɵбɪаɬɶ в вɢдɟ  

𝐴𝑟 ൌ 𝐴ఏ ൌ 0,   𝐴ఝ ൌ െ
𝛾
𝑟 ctg𝜃. 

3.25. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɦагɧɢɬɧɨгɨ дɢɩɨɥɹ, 
вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɤɨɬɨɪɨгɨ  

𝑨 ൌ
P ൈ 𝒓
𝑟3 ,   P ൌ const. 

Наɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ в а) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɢ б) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦаɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

 

 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟑. 𝟏𝟎. 𝐿 ൌ
1
2 𝑒

𝑘
𝑚𝑡ሺ𝑚ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑥ሶ22ሻ െ 𝛾1𝑥12 െ 𝛾2ሺ𝑥2 െ 𝑥1ሻ2 െ 𝛾3𝑥22ሻ. 
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В ɫɥɭɱаɟ, ɟɫɥɢ ɦаɫɫɵ ɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ ɬɪɟɧɢɹ гɪɭɡɨв ɪаɡɥɢɱɧɵ ɢ ɪавɧɵ 
𝑘ሺ1ሻ, 𝑚1 ɢ 𝑘ሺ2ሻ,𝑚2 дɥɹ 1-гɨ ɢ 2-гɨ гɪɭɡɨв, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɥагɪаɧɠɢаɧ ɦɨɠɧɨ 
ɡаɩɢɫаɬɶ ɩɪɢ ɭɫɥɨвɢɢ 

𝑘ሺ1ሻ

𝑚1
ൌ
𝑘ሺ2ሻ

𝑚2
. 

𝟑. 𝟏𝟏.  𝐿 ൌ 𝑒
𝑘
𝑚𝑡 ቆ

𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝛼𝒓𝟐

2 ቇ. 

𝟑. 𝟏𝟐.  𝐿 ൌ 𝑒
ఈ
 𝑚𝑙𝑡 ቆ

𝑚𝑙2𝜑2ሶ

2 ൅ 𝑚𝑔𝑙 cos𝜑ቇ. 

𝟑. 𝟏𝟑.  𝐿 ൌ
𝑚
2 ቆ𝑠ሶ

2 െ ቆ𝜔2 െ
𝛽2

4 ቇ 𝑠
2ቇ ;    𝑠ሷ ൅ ቆ𝜔2 െ

𝛽2

4 ቇ 𝑠 ൌ 0. 

𝟑. 𝟏𝟒.  𝐿 ൌ
𝑚1𝒓𝟏ሶ 2

2 ൅
𝑚2𝒓𝟐ሶ 2

2 െ
𝑞1𝑞2

|𝒓𝟐 െ 𝒓𝟏|
൅ 𝑚1ሺ𝒈 ∙ 𝒓𝟏ሻ ൅ 𝑚2ሺ𝒈 ∙ 𝒓𝟐ሻ ൅ 

൅𝑞1ሺ𝓔 ∙ 𝒓𝟏ሻ ൅ 𝑞2ሺ𝓔 ∙ 𝒓𝟐ሻ. 

𝟑. 𝟏𝟓. 𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑅

2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑅2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos𝜃, 

ɩɨɥɹɪɧаɹ ɨɫɶ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ 𝓔. 

𝟑. 𝟏𝟔.  𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑅2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝑞ℰ𝑧. 

𝟑. 𝟏𝟕.    𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ

𝑝𝑥𝑥 ൅ 𝑝𝑦𝑦 ൅ 𝑝௭𝑧

ሺ𝑥2 ൅ 𝑦2 ൅ 𝑧2ሻ
3
2
. 

𝟑. 𝟏𝟖.    𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ

𝑞𝑧𝑝

ሺ𝜌2 ൅ 𝑧2ሻ
3
2
. 

𝟑. 𝟏𝟗.    𝓔 ൌ
Ω
с 𝑨0sinΩ𝑡 ;    𝓗 ൌ 0. 

𝟑. 𝟐𝟏.   аሻ  𝓔ᇱ ൌ 𝓔;    бሻ 𝓗ᇱ ൌ 𝓗;    вሻ 𝐿ᇱ ൌ 𝐿. 

𝟑. 𝟐𝟐.   𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
𝑐 𝑥𝑦ሶ ;  
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𝑚𝑥ሷ െ
𝑞ℋ
𝑐 𝑦ሶ ൌ 0,   𝑚𝑦ሷ ൅

𝑞ℋ
𝑐 𝑥ሶ ൌ 0,     𝑚𝑧ሷ ൌ 0. 

𝟑. 𝟐𝟑.   𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃2ሶ ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯ ൅
𝑞
2𝑐ℋ𝑟

2 sin2 𝜃 𝜑ሶ . 

𝟑. 𝟐𝟒.   𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ
𝑞𝛾
𝑐 cos𝜃𝜑ሶ . 

𝟑. 𝟐𝟓.   аሻ 𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞P
𝑐

𝜌2

ሺ𝜌2 ൅ 𝑧2ሻ3 2ൗ
𝜑ሶ ;   

бሻ 𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅
𝑞P
𝑐𝑟 sin

2𝜃𝜑ሶ . 

§ 4. Заɤɨɧɵ ɫɨɯɪаɧеɧɢɹ 
Интегралом движениɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɹ 

ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ሼ𝑞ሽ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ ሼ𝑞ሶ ሽ ɢ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡, 
ɫɨɯɪаɧɹɸɳаɹ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɟ ɡɧаɱɟɧɢɟ. 
Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ вɢда 

𝑓ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠, 𝑡ሻ ൌ 𝐶, 

гдɟ 𝑠 – ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, а 𝐶 ɹвɥɹɟɬɫɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ вɟɥɢɱɢɧɨɣ, 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɨɣ ɧаɱаɥɶɧɵɦɢ ɭɫɥɨвɢɹɦɢ.  

Обобɳеннɵм  импулɶсом ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧаɡɵваɟɬɫɹ вɟɥɢɱɢɧа 

𝑷 ൌ෍
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ 𝑖

𝑁

𝑖=1

,                                                    ሺ4.1ሻ 

гдɟ ɢɧдɟɤɫ 𝑖 ɧɭɦɟɪɭɟɬ ɱаɫɬɢɰɵ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. Обɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 
ɨɬдɟɥɶɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɫɢɫɬɟɦɵ  

 𝒑𝑖 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ 𝑖

. 

Еɫɥɢ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢɦɟɟɬ вɢд  

𝐿 ൌ෍
𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖2

2

𝑁

𝑖=1

െ 𝑈ሺ𝒓1, 𝒓2, … , 𝒓𝑁, 𝑡ሻ, 
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ɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ ሺ4.1ሻ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɢɦ ɢɦɩɭɥɶɫɨɦ ɫɢɫɬɟɦɵ 

𝑷 ൌ෍𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖

𝑁

𝑖=1

. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ ɨɬдɟɥɶɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ  

𝒑𝑖 ൌ 𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖. 

В ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда двɢɠɟɧɢɟ ɨɩɢɫɵваɟɬɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ, 
ввɨдɢɬɫɹ обобɳеннɵй импулɶс 𝑝D, соответствуɸɳий обобɳенной 
координате 𝑞D. Оɧ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɪавɟɧɫɬвɨɦ 

𝑝D ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

 .                                                          ሺ4.2ሻ 

В даɥɶɧɟɣɲɟɦ, гдɟ ɷɬɨ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɩɪɢвɟɫɬɢ ɤ ɧɟдɨɪаɡɭɦɟɧɢɸ, бɭдɟɦ 𝑝D 
ɧаɡɵваɬɶ ɩɪɨɫɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦ ɢɦɩɭɥɶɫɨɦ. 

 Обобɳеннаɹ ɷнергиɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ 𝑠 ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɟɦ 

𝐸 ൌ෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑠

D=1

𝑞ሶD െ 𝐿.                                                ሺ4.3ሻ 

В ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда 𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈, а ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɧɟ ɡавɢɫɹɬ, ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɬ. ɟ. 

𝐸 ൌ 𝑇 ൅ 𝑈. 

Момент импулɶса ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɫɨɫɬɨɹɳɟɣ ɢɡ 𝑁 ɱаɫɬɢɰ,  ɩɨ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɟɫɬɶ 

𝑴 ൌ෍𝒓𝑖 ൈ 𝒑𝑖.
𝑁

𝑖=1

                                         ሺ4.4ሻ 

В ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝒑𝑖 ൌ 𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖, ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа, 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɣ ɪавɟɧɫɬвɨɦ (4.4), ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɨбɵɱɧɵɦ в ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɦ ɫɦɵɫɥɟ 
ɦɨɦɟɧɬɨɦ ɢɦɩɭɥɶɫа  
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𝑴 ൌ෍ሺ𝒓𝑖 ൈ 𝑚𝑖𝒓ሶ 𝑖ሻ
𝑁

𝑖=1

.                                            ሺ4.5ሻ 

В ɨбɳɟɦ ɠɟ ɫɥɭɱаɟ ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа (4.4) ɦɨɠɟɬ ɧɟ ɫɨвɩадаɬɶ ɫ (4.5) (ɫɦ. 
ɡадаɱɭ 4.9).  

Еɫɥɢ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ вɵɫɬɭɩаɟɬ ɭгɨɥ ɩɨвɨɪɨɬа 
ɫɢɫɬɟɦɵ 𝜑 вɨɤɪɭг ɤаɤɨɣ-ɬɨ ɨɫɢ, ɧаɩɪɢɦɟɪ ɨɫɢ 𝑧, ɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿 𝜕𝜑ሶ⁄  ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ 𝑀௭ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа ɨɫɶ 𝑧. 

Пɪɢ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɵɯ ɭɫɥɨвɢɹɯ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɷɧɟɪгɢɹ, ɢɦɩɭɥɶɫ ɢ/ɢɥɢ 
ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа ɹвɥɹɸɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ, ɧаɡɵваɟɦɵɦɢ законами 
соɯранениɹ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɯ вɟɥɢɱɢɧ. Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɢɯ ɩɨɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ.  

1) Закон соɯранениɹ ɷнергии.  

Пɭɫɬɶ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, 
ɬ.ɟ. 𝜕𝐿 𝜕𝑡⁄ ൌ 0. Эɬɨ ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɡаɤɨɧɭ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 𝐸 
(ɫɦ. ɡадаɱɭ 4.1).  

Задаɱа 4.1. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ 
ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ (4.3) ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ. 

□ Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ 𝐿ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑞ሶ1, 𝑞ሶ2, … , 𝑞ሶ𝑠ሻ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ 
вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ ɩɨɥɧаɹ ɩɪɨɢɡвɨдɧаɹ ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ 𝐿 бɭдɟɬ  

𝑑𝐿
𝑑𝑡 ൌ ෍൬

𝜕𝐿
𝜕𝑞D

𝑞ሶD ൅
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሷD൰ ,
𝑠

D=1

                                     ሺ4.6ሻ 

гдɟ 𝑠 – ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

Сɨгɥаɫɧɨ ɭɪавɧɟɧɢɹɦ Лагɪаɧɠа (2.1) 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

െ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

ൌ 0,      D ൌ 1,2,… , 𝑠. 

Оɬɫɸда  

𝜕𝐿
𝜕𝑞D

ൌ
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

,     D ൌ 1,2,… , 𝑠.  
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Пɨдɫɬавɥɹɹ вɦɟɫɬɨ 𝜕𝐿 𝜕𝑞D⁄   ɧаɣдɟɧɧɨɟ ɡɧаɱɟɧɢɟ в (4.6), ɢɦɟɟɦ 

𝑑𝐿
𝑑𝑡 ൌ ෍൬

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሶD ൅
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሷD൰ ൌ
𝑑
𝑑𝑡෍

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሶD

𝑠

D=1

,
𝑠

D=1

 

ɢɥɢ 

𝑑
𝑑𝑡෍൬

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሶD െ 𝐿൰
𝑠

D=1

ൌ 0. 

Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ,  

෍൬
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑞ሶD െ 𝐿൰
𝑠

D=1

ൌ const, 

ɬ.ɟ. вɵɪаɠɟɧɢɟ (4.3) ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ.  ■ 

Задаɱа 4.2. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ 𝐸 ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 
𝑚 в а) дɟɤаɪɬɨвɵɯ, б) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ в) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.   

□ а) Лагɪаɧɠɢаɧ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
ɟɫɬɶ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.2) 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ (4.3) ɧаɯɨдɢɦ: 

𝐸 ൌ෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

𝑠

D=1

𝑞ሶD െ 𝐿 ൌ ൬
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ 𝑥ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ 𝑦ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ 𝑧ሶ െ 𝐿൰ ൌ 

ൌ 𝑚ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൌ

𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

б) В ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ (ɫɦ. 
ɡадаɱɭ 2.2) 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

 



60 

 

Оɬɫɸда ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (4.3)  

𝐸 ൌ ൬
𝜕𝐿
𝜕𝜌ሶ 𝜌ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ 𝜑ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ 𝑧ሶ െ 𝐿൰ ൌ 𝑚

ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൌ 

ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

в) В ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ 
(ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.2) 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃𝜑ሶ 2൯. 

Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ (4.3)  

𝐸 ൌ ൬
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ 𝑟ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ
𝜃ሶ ൅

𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ 𝜑ሶ െ 𝐿൰ ൌ 

ൌ 𝑚൫𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൌ 

ൌ
𝑚
2 ൫
𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯. 

Каɤ вɢдɧɨ, вɨ вɫɟɯ ɬɪɟɯ ɫɥɭɱаɹɯ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ 
ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ ɱаɫɬɢɰɵ, ɤɨɬɨɪаɹ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢ ɟɟ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ, ɬаɤ 
ɤаɤ ɩɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝑈 ൌ 0. Пɪɢ ɷɬɨɦ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɫɨдɟɪɠɢɬ вɪɟɦɟɧɢ ɹвɧɨ, ɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ. ■  

Задаɱа 4.3. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ, 
ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɢɦɟɟɬ вɢд (3.11): 

𝐿ሺ𝒓, 𝒓ሶ , 𝑡ሻ ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ െ 𝑞I. 

Наɣдɟɦ, ɱɬɨ 

𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ∙ 𝒓

ሶ ൌ 𝑚𝒓ሶ 2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ, ɩɨɥɶɡɭɹɫɶ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ (4.3), ɢɦɟɟɦ: 
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𝐸 ൌ 𝑚𝒓ሶ 2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ െ

𝑚𝒓ሶ 2

2 െ
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ ൅ 𝑞I ൌ

𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅ 𝑞I.  

■ 

Задаɱа 4.4. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.3): 

𝐿 ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

൅෍𝑚D

𝑠

D=1

ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD ൅𝑚0ሺ𝑞ሻ െ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2,… , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ. 

□ Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ, ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ: 

𝐸 ൌ෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖=1

𝑞ሶ𝑖 െ 𝐿. 

Пɨдɫɬавɢɦ в ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɡадаɧɧɵɣ в ɡадаɱɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ. Пɪɟɠдɟ вɫɟгɨ 
ɡаɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ  

𝜕𝑞ሶD
𝜕𝑞ሶ𝑖

ൌ GD𝑖, 

гдɟ GD𝑖  � ɫɢɦвɨɥ Кɪɨɧɟɤɟɪа: 

GD𝑖 ൌ ൜
1, при D ൌ 𝑖,
0, при D ് 𝑖. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɧаɣдɟɦ, ɱɬɨ  

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻGD𝑖𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

൅
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶDGE𝑖

𝑠

D,E=1

൅෍𝑚D

𝑠

D=1

ሺ𝑞ሻGD𝑖 , 

ɨɬɤɭда 

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

ൌ
1
2෍𝑚𝑖Eሺ𝑞ሻ𝑞ሶE

𝑠

E=1

൅
1
2෍𝑚D𝑖ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD

𝑠

D=1

൅ 𝑚𝑖ሺ𝑞ሻ. 

Тɨгда  



62 

 

෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖=1

𝑞ሶ𝑖 ൌ
1
2 ෍ 𝑚𝑖Eሺ𝑞ሻ𝑞ሶE𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖,E=1

൅
1
2 ෍ 𝑚D𝑖ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶ𝑖 ൅෍𝑚𝑖ሺ𝑞ሻ𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖=1

𝑠

𝑖,D=1

. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɫɭɦɦа ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɬɨгɨ, ɤаɤɨɣ бɭɤвɨɣ ɨбɨɡɧаɱɟɧ ɢɧдɟɤɫ 
ɫɭɦɦɢɪɨваɧɢɹ, ɬɨ в ɩɟɪвɨɣ ɢ ɬɪɟɬɶɟɣ ɫɭɦɦаɯ ɫɩɪава ɡаɦɟɧɢɦ ɢɧдɟɤɫ 𝑖 ɧа D, а 
вɨ вɬɨɪɨɣ ɫɭɦɦɟ – ɢɧдɟɤɫ 𝑖 ɧа E. Тɨгда ɩɨɥɭɱɢɦ 

෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖=1

𝑞ሶ𝑖 ൌ ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

൅෍𝑚Dሺ𝑞ሻ𝑞ሶD

𝑠

D=1

. 

 Обɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

𝐸 ൌ෍
𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶ𝑖

𝑠

𝑖=1

𝑞ሶ𝑖 െ 𝐿 ൌ ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

൅෍𝑚Dሺ𝑞ሻ𝑞ሶD

𝑠

D=1

െ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

െ  

െ෍𝑚D

𝑠

D=1

ሺ𝑞ሻ𝑞ሶD െ𝑚0ሺ𝑞ሻ ൅ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ ൌ 

ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝑞ሶD𝑞ሶE

𝑠

D,E=1

െ 𝑚0ሺ𝑞ሻ ൅ 𝑈ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ. 

В ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹɯ, ввɟдɟɧɧɵɯ в ɡадаɱɟ 2.3, ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

𝐸 ൌ 𝑇ሺ2ሻ െ 𝑇ሺ0ሻ ൅ 𝑈. 

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɨɧа ɧɟ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ 

𝑇 ൅ 𝑈 ൌ 𝑇ሺ2ሻ ൅ 𝑇ሺ1ሻ ൅ 𝑇ሺ0ሻ ൅ 𝑈. 

Сɨвɩадɟɧɢɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɢ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ дɨɫɬɢгаɟɬɫɹ в ɬɟɯ 
ɫɥɭɱаɹɯ, ɤɨгда ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɧɟ ɡавɢɫɹɬ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.3). В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ 𝑇ሺ1ሻ ൌ
𝑇ሺ0ሻ ൌ 0, ɢ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ൌ 𝑇ሺ2ሻ ൅ 𝑈. ■ 

2) Закон соɯранениɹ импулɶса.  

Обɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝D ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ, ɟɫɥɢ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ 
ɨɬ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞D (ɫɦ. ɡадаɱɭ 4.6). Кɨɨɪдɢɧаɬа 𝑞D, ɨɬ ɤɨɬɨɪɨɣ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɹвɧɨ 
ɧɟ ɡавɢɫɢɬ, ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɰиклиɱеской координатой.  
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Задаɱа 4.5. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ: 

𝐿 ൌ 𝛼
𝒓ሶ 2

2 ൅ 𝛽
|𝒓ሶ |, 

гдɟ 𝒓 – ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɱаɫɬɢɰɵ, 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 
ɱаɫɬɢɰɵ 𝑷.   

□ Заɩɢɲɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа ɱаɫɬɢɰɵ в дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Дɥɹ ɷɬɨгɨ ɭɱɬɟɦ, ɱɬɨ  

𝒓ሶ ൌ 𝑥ሶ𝒆𝑥 ൅ 𝑦ሶ𝒆𝑦 ൅ 𝑧ሶ𝒆௭,                                               ሺ4.7ሻ 

|𝒓ሶ | ൌ ඥ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2.                                               ሺ4.8ሻ 

Тɨгда  

𝐿 ൌ 𝛼
𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2

2 ൅ 𝛽ඥ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2. 

Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 

𝑷 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ
. 

Оɬɫɸда, ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɩɪɨɢɡвɨдɧɨɣ ɩɨ вɟɤɬɨɪɭ (ɫɦ. § 3), ɢɦɟɟɦ 

𝑷 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ 𝒆𝑥 ൅

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ 𝒆𝑦 ൅

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ 𝒆௭ ൌ 𝛼൫𝑥ሶ𝒆𝑥 ൅ 𝑦ሶ𝒆𝑦 ൅ 𝑧ሶ𝒆௭൯ ൅ 𝛽

𝑥ሶ𝒆𝑥 ൅ 𝑦ሶ𝒆𝑦 ൅ 𝑧ሶ𝒆௭
ඥ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2

. 

Иɥɢ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ (4.7) ɢ (4.8), 

𝑷 ൌ 𝛼𝒓ሶ ൅ 𝛽
𝒓ሶ
|𝒓ሶ |. 

■ 

Задаɱа 4.6. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ 𝑞D � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬа, ɬɨ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɣ ɷɬɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝D ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ.  

□ Уɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɤɨɨɪдɢɧаɬɟ 𝑞D ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

െ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

ൌ 0, 
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ɨɬɤɭда 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞ሶD

ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑞D

.                                                      ሺ4.9ሻ 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ 𝑞D, ɬɨ 𝜕𝐿 𝜕𝑞D⁄ ൌ 0. Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 
ɩɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ 𝜕𝐿 𝜕𝑞ሶD⁄  ൌ 𝑝D, ɢɡ (4.9) ɢɦɟɟɦ 

𝑑𝑝D
𝑑𝑡 ൌ 0, 

ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 𝑝D ൌ const. ■ 

Задаɱа 4.7. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в а) 
дɟɤаɪɬɨвɨɣ, б) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɢ в) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦаɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

□ а) Лагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ. 

Обɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑥 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ൌ 𝑚𝑥ሶ , 𝑝𝑦 ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ ൌ 𝑚𝑦ሶ , 𝑝௭ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ. 

бሻ 𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ;  

𝑝ఘ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜌ሶ ൌ 𝑚𝜌ሶ , 𝑝ఝ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝜌

2𝜑ሶ ൌ 𝑀௭, 𝑝௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ. 

вሻ 𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯; 

𝑝𝑟 ൌ 𝑚𝑟ሶ ,       𝑝ఏ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ

ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ , 𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑟

2sin2𝜃𝜑ሶ ൌ 𝑀௭. 

■ 
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Задаɱа 4.8. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧɵ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

□ Заɩɢɲɟɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ в ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɯ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ в 
вɢдɟ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ 𝑚𝑔𝑧, 

вɢдɢɦ, ɱɬɨ 𝜕𝐿 𝜕𝑡⁄ ൌ 0, 𝜕𝐿 𝜕𝑥⁄ ൌ 0, 𝜕𝐿 𝜕𝑦⁄ ൌ 0. Эɬɨ ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ 
ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝑚𝑔𝑧, 

ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 

𝑝𝑥 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ൌ 𝑚𝑥ሶ ,   𝑝𝑦 ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ ൌ 𝑚𝑦ሶ . 

■ 

Задаɱа 4.9. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧɵ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 
𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 
𝓗.  

□ В ɡадаɱɟ 3.4 бɵɥ ɧаɣдɟɧ ɥагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɬаɤɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2𝜑ሶ .  

Лагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, а ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝜑 ɢ 𝑧 � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɢɟ. 
Пɨɷɬɨɦɭ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ 

ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝ఝ ൌ 𝑀௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝜌

2𝜑ሶ ൅
𝑞𝜌2

2𝑐 ℋ, 
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𝑝௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ. 

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝ఝ ൌ 𝑀௭ в даɧɧɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɨɬɥɢɱаɟɬɫɹ 
ɧаɥɢɱɢɟɦ ɫɥагаɟɦɨгɨ 𝑞𝜌2ℋ 2𝑐⁄  ɨɬ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɧа ɨɫɶ 𝑧 ɨбɵɱɧɨгɨ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа (ɪавɧɨɣ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 𝑚𝜌2𝜑ሶ ). ■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

4.10. Маɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧ ɤ ɱаɫɬɢɰɟ, ɫɩɨɫɨбɧɨɣ 
двɢгаɬɶɫɹ вдɨɥɶ гɥадɤɨɣ гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɪɹɦɨɣ. Наɣдɢɬɟ ɢɧɬɟгɪаɥɵ 
двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

4.11. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ дɥɹ 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟɧɧɨгɨ ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа, ɥагɪаɧɠɢаɧ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 
ɤɨɬɨɪɨгɨ ɢɦɟɟɬ вɢд:   

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ
𝑘𝑟2

2      ሺ𝑚, 𝑘 ൌ constሻ. 

Каɤɢɟ ɢɡ ɧаɣдɟɧɧɵɯ вɟɥɢɱɢɧ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ?  

4.12. Чаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 ɢ 𝑚2, ɫвɹɡаɧɧɵɟ ɩɪɭɠɢɧɨɣ, двɢɠɭɬɫɹ в 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑦. Пɪɭɠɢɧа ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ ɠɟɫɬɤɨɫɬɶɸ 𝑘 ɢ дɥɢɧɨɣ в 
ɧɟɪаɫɬɹɧɭɬɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 𝑙0. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

4.13. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝛽𝜌2𝜑ሶ ; 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦ. Каɤɢɟ ɢɡ 
ɧɢɯ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ? 

4.14. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝛽𝜌2 sin𝜑𝜑ሶ ; 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦ. Каɤɢɟ ɢɡ 
ɧɢɯ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ? 

4.15. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд 
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𝐿 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝛽𝜌ሶ𝑧ሶ; 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦ. Каɤɢɟ ɢɡ 
ɧɢɯ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ? 

4.16. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝛼
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯ ൅
𝛽
𝑟 sin

2 𝜃 𝜑ሶ ; 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦ. Каɤɢɟ ɢɡ 
ɧɢɯ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ? 

4.17. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝛼
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝛽𝑟ሶ sin 𝜃 ; 

гдɟ 𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦ. Каɤɢɟ ɢɡ 
ɧɢɯ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ? 

4.18. Наɣдɢɬɟ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝒑 ɢ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑴, ɤɨɬɨɪɵɟ 
ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ 
дɢɩɨɥɹ. 

4.19. Наɣдɢɬɟ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝒑 ɢ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑴, ɤɨɬɨɪɵɟ 
ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɥɟ ɪавɧɨɦɟɪɧɨ 
ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. 

4.20. Наɣдɢɬɟ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝒑 ɢ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑴, ɤɨɬɨɪɵɟ 
ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɥɟ ɪавɧɨɦɟɪɧɨ 
ɡаɪɹɠɟɧɧɨгɨ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨгɨ ɰɢɥɢɧдɪа. 

4.21. Наɣдɢɬɟ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 
ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ 
ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗. 

4.22. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ, 
ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɟɦɨɦ вɟɤɬɨɪɧɵɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 𝑨 ɢ ɫɤаɥɹɪɧɵɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ I. 
Наɣдɢɬɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ ɱаɫɬɢɰɵ.  
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4.23. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗, в 
ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐

ሺ𝑥𝑦ሶ െ 𝑦𝑥ሶ ሻ. 

Наɣдɢɬɟ вɟɥɢɱɢɧɭ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа ɱаɫɬɢɰɵ ɧа ɨɫɶ 𝑧. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟒. 𝟏𝟎.  𝐸, 𝑝𝑥; ɨɫɶ 𝑥 ɧаɩɪавɥɟɧа ɩɨ гɨɪɢɡɨɧɬаɥɢ. 

𝟒. 𝟏𝟏. 𝑝𝑟 ൌ 𝑚𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ , 

𝑝ఝ ൌ 𝑚𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ ൌ 𝑀௭;  𝐸 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅
𝑘𝑟2

2 ; 

𝑝ఝ, 𝐸 ൌ const.   

𝟒. 𝟏𝟐.  𝐸 ൌ
𝑚1

2
ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑦ሶ12ሻ ൅

𝑚2

2
ሺ𝑥ሶ22 ൅ 𝑦ሶ22ሻ ൅

𝑘
2 ቀ
ඥሺ𝑥2 െ 𝑥1ሻ2 ൅ ሺ𝑦2 െ 𝑦1ሻ2 െ 𝑙0ቁ

2
 

гдɟ 𝑥1, 𝑦1 – ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚1, 𝑥2, 𝑦2 – ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 
𝑚2, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. 

𝟒. 𝟏𝟑. 𝑎ሻ 𝑝ఘ ൌ 𝛼𝜌ሶ , 𝑝ఝ ൌ 𝛼𝜌2𝜑ሶ ൅ 𝛽𝜌2, 𝑝௭ ൌ 𝛼𝑧ሶ;  𝐸 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ;  

𝐸, 𝑝ఝ, 𝑝௭ ൌ const  

 𝟒. 𝟏𝟒.  𝑝ఘ ൌ 𝛼𝜌ሶ , 𝑝ఝ ൌ 𝛼𝜌2𝜑ሶ ൅ 𝛽𝜌2 sin𝜑 , 𝑝௭ ൌ 𝛼𝑧ሶ; 𝐸 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ; 

𝐸, 𝑝௭ ൌ const; 

𝟒. 𝟏𝟓. 𝑝ఘ ൌ 𝛼𝜌ሶ ൅ 𝛽𝑧ሶ, 𝑝ఝ ൌ 𝛼𝜌2𝜑ሶ , 𝑝௭ ൌ 𝛼𝑧ሶ ൅ 𝛽𝜌ሶ ;  

𝐸 ൌ
𝛼
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅ 𝛽𝜌ሶ𝑧ሶ; 

 𝐸, 𝑝ఝ, 𝑝௭ ൌ const; 

𝟒. 𝟏𝟔. 𝑝𝑟 ൌ 𝛼𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ 𝛼𝑟2𝜃ሶ , 𝑝ఝ ൌ 𝛼 𝑟2sin2 𝜃 𝜑ሶ ൅
𝛽
𝑟 sin

2 𝜃 ;  
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𝐸 ൌ
𝛼
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯;  𝐸, 𝑝ఝ ൌ const; 

𝟒. 𝟏𝟕. 𝑝𝑟 ൌ 𝛼𝑟ሶ ൅ 𝛽 sin 𝜃 ,   𝑝ఏ ൌ 𝛼𝑟2𝜃ሶ ,   𝑝ఝ ൌ 𝛼 𝑟2sin2 𝜃 𝜑ሶ ,  

𝐸 ൌ
𝛼
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯;  𝐸, 𝑝ఝ ൌ const. 

𝟒. 𝟏𝟖. 𝑀௭ ൌ 𝑝ఝ, ɨɫɶ 𝑧 ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ дɢɩɨɥɹ (вдɨɥɶ дɢɩɨɥɶɧɨгɨ ɦɨɦɟɧɬа), в 
ɫɥɭɱаɟ ɦагɧɢɬɧɨгɨ дɢɩɨɥɹ ɨɫɶ 𝑧 ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ ɦагɧɢɬɧɨгɨ дɢɩɨɥɶɧɨгɨ 
ɦɨɦɟɧɬа. 

𝟒. 𝟏𝟗.  𝑝𝑥, 𝑝𝑦,  𝑀௭, ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ xy ɫɨвɦɟɳɟɧа ɫ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ. 

𝟒. 𝟐𝟎.  𝑝௭,  𝑀௭, ɨɫɶ 𝑧 ɹвɥɹɟɬɫɹ ɨɫɶɸ ɰɢɥɢɧдɪа. 

𝟒. 𝟐𝟏.  𝑝𝑟 ൌ 𝑚𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ , 𝑝ఝ ൌ 𝑚𝑟2 sin2 𝜃 𝜑ሶ ൅
𝑞ℋ
2𝑐 𝑟

2 sin2 𝜃. 

𝟒. 𝟐𝟐.  𝑷 ൌ 𝑚𝒓ሶ ൅
𝑞
𝑐 𝑨. 

𝟒. 𝟐𝟑.𝑀௭ ൌ 𝑚ሺ𝑥𝑦ሶ െ 𝑦𝑥ሶ ሻ ൅
𝑞ℋ
2𝑐

ሺ𝑥2 ൅ 𝑦2ሻ. 

§ 5. Одɧɨɦеɪɧɨе двɢжеɧɢе 
Одɧɨɦɟɪɧɵɦ ɧаɡɵваɸɬ двɢɠɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɢɦɟɸɳɟɣ ɨдɧɭ ɫɬɟɩɟɧɶ 

ɫвɨбɨдɵ. Еɫɥɢ ɧа ɬаɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɧаɥɨɠɟɧɵ ɫɬаɰɢɨɧаɪɧɵɟ (ɧɟɡавɢɫɹɳɢɟ ɨɬ 
вɪɟɦɟɧɢ) ɢдɟаɥɶɧɵɟ гɨɥɨɧɨɦɧɵɟ ɫвɹɡɢ ɢ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ 
ɫɢɥɵ, ɧɟɡавɢɫɹɳɢɟ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ: 

𝐿 ൌ
𝑚ሺ𝑞ሻ𝑞ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝑞ሻ,                                                  ሺ5.1ሻ 

гдɟ 𝑚ሺ𝑞ሻ � ɧɟɤɨɬɨɪаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞 (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.3). 
Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ (5.1) ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ дɥɹ 
ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
𝑚ሺ𝑞ሻ𝑞ሶ 2

2 ൅ 𝑈ሺ𝑞ሻ.                                               ሺ5.2ሻ 

Пɪɟɨбɪаɡɭɹ (5.2), ɢɦɟɟɦ: 
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𝑞ሶ ൌ
𝑑𝑞
𝑑𝑡 ൌ േ

ඨ
2

𝑚ሺ𝑞ሻ
ሾ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑞ሻሿ,                                      ሺ5.3ሻ 

ɨɬɤɭда 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ േ නඨ
𝑚ሺ𝑞ሻ
2

𝑑𝑞
ඥ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑞ሻ

𝑞

𝑞బ

,   𝑞0 ൌ 𝑞ሺ𝑡0ሻ.                          ሺ5.4ሻ 

Зɧаɤ “+” (“െ”) в вɵɪаɠɟɧɢɹɯ (5.3) ɢ (5.4) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 
𝑞ሶ ൐ 0 (𝑞ሶ ൏ 0). Фɨɪɦɭɥа (5.4) ɩɨɡвɨɥɹɟɬ ɧаɣɬɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. Иɡ ɧɟɟ 
вɢдɧɨ, ɱɬɨ двɢɠɟɧɢɟ ɦɨɠɟɬ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬɶ ɥɢɲɶ в ɬɟɯ ɨбɥаɫɬɹɯ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва, 
гдɟ 𝑈ሺ𝑞ሻ ൏ 𝐸.  

Пɭɫɬɶ, ɧаɩɪɢɦɟɪ, ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑈ሺ𝑞ሻ 
ɢɦɟɟɬ вɢд, ɢɡɨбɪаɠɟɧɧɵɣ ɧа ɪɢɫ. 5.1. Еɫɥɢ 
ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐸1 ɢɥɢ 𝐸2, ɬɨ двɢɠɟɧɢɟ 
бɭдɟɬ инɮинитнɵм, ɬ.ɟ. ɱаɫɬɢɰа ɦɨɠɟɬ ɭɣɬɢ 
ɧа бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɶ. Еɫɥɢ ɩɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐸3, ɬɨ двɢɠɟɧɢɟ бɭдɟɬ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬɶ 
в ɨгɪаɧɢɱɟɧɧɨɣ ɨбɥаɫɬɢ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва ɦɟɠдɭ 
ɬɨɱɤаɦɢ 𝐴 ɢ В. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ двɢɠɟɧɢɟ 
ɹвɥɹɟɬɫɹ ɮинитнɵм. Тɨɱɤɢ 𝐴 ɢ В ɧаɡɵваɸɬɫɹ 
тоɱками остановки, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɫɤɨɪɨɫɬɶ 
ɱаɫɬɢɰɵ в ɧɢɯ ɪавɧа ɧɭɥɸ. Кɨɨɪдɢɧаɬɵ ɷɬɢɯ 
ɬɨɱɟɤ 𝑞1 ɢ 𝑞2 ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɢɡ ɭɫɥɨвɢɹ: 

𝑈ሺ𝑞ሻ ൌ 𝐸.                      ሺ5.5ሻ 

Одɧɨɦɟɪɧɨɟ ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɤɨɥɟбаɬɟɥɶɧɵɦ – ɱаɫɬɢɰа 
ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɢ ɩɨвɬɨɪɹɸɳɟɟɫɹ двɢɠɟɧɢɟ ɦɟɠдɭ двɭɦɹ гɪаɧɢɰаɦɢ. 
Пɟɪɢɨд ɷɬɨгɨ ɤɨɥɟбаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ: 

𝑇 ൌ න ඥ2𝑚ሺ𝑞ሻ
𝑑𝑞

ඥ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑞ሻ

𝑞మ

𝑞భ
.                                    ሺ5.6ሻ 

U

Рɢɫ. 5.1

q
q

1

E1

A B

E2

E3

q q2q

3q
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Тɨɱɤɢ ɩɨвɨɪɨɬа 𝑞1 ɢ 𝑞2 в (5.6) ɡадаɸɬɫɹ 
ɭɫɥɨвɢɟɦ (5.5). 

Задаɱа 5.1. Пɨɬɟɧɰɢаɥ Мɨɪɡа. Наɣдɢɬɟ 
ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑈0ሺ𝑒−2𝑎𝑥 െ 2𝑒−𝑎𝑥ሻ,  𝑈0, 𝑎 ൌ const. 

□ Сɯɟɦаɬɢɱɧɨ даɧɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ 
ɩɪɟдɫɬавɥɟɧ ɧа ɪɢɫ. 5.2. Вɢдɧɨ, ɱɬɨ в 
ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɷɧɟɪгɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ 𝐸 
вɨɡɦɨɠɧɨ два ɬɢɩа двɢɠɟɧɢɹ: 1) 𝐸 ൏ 0 � 
ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ; 2) 𝐸 ൒ 0 � 
ɢɧɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ.  

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɷɬɢ ɫɥɭɱаɢ. Дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɫɬɢ бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɱаɫɬɢɰа 
двɢɠɟɬɫɹ вɩɪавɨ ɢ 𝑡0 ൌ 0. 

1ሻ 𝐸 ൏ 0. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ двɢɠɟɧɢɟ ɤɨɥɟбаɬɟɥɶɧɨɟ ɢ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ ɦɟɠдɭ 
ɬɨɱɤаɦɢ 𝑥1 ɢ 𝑥2. Вɨɫɩɨɥɶɡɨвавɲɢɫɶ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (5.4), ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑡 ൌ ට
𝑚
2 න

𝑑𝑥
ඥെ|𝐸| െ 𝑈0𝑒−2𝑎𝑥 ൅ 2𝑈0𝑒−𝑎𝑥

𝑥

𝑥బ

ൌ 

ൌ
1
𝑎ඨ

𝑚
2|𝐸| ቆarcsin

|𝐸|𝑒𝑎𝑥 െ 𝑈0
ඥ𝑈0ሺ𝑈0 െ |𝐸|ሻ

െ 𝐶1ቇ,                         ሺ5.7ሻ 

гдɟ  

𝐶1 ൌ  arcsin
|𝐸|𝑒𝑎𝑥బ െ 𝑈0
ඥ𝑈0ሺ𝑈0 െ |𝐸|ሻ

. 

Вɵɪаɠаɹ 𝑥 ɱɟɪɟɡ 𝑡 ɢɡ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ (5.7), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
1
𝑎 ln

[
 
 
 
 𝑈0 ൅ ඥ𝑈0ሺ𝑈0 െ |𝐸|ሻ sin ቆ𝑎ට

2|𝐸|
𝑚 𝑡 ൅ 𝐶1ቇ

|𝐸|

]
 
 
 
 
.                   ሺ5.8ሻ 

U

Рɢɫ. 5.2

E>0

E<0

x2

-U0

x1
x3 x
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2) 𝐸 ൒ 0. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ двɢɠɟɧɢɟ бɭдɟɬ ɢɧɮɢɧɢɬɧɵɦ, ɱаɫɬɢɰа ɦɨɠɟɬ 
ɭɣɬɢ ɧа бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɶ вɩɪавɨ. Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɧаɱаɥа ɫɥɭɱаɣ 𝐸 ൌ 0. Фɨɪɦɭɥа 
(5.4) ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ: 

𝑡 ൌ ට
𝑚
2 න

𝑑𝑥
ඥ𝑈0ሺ2𝑒−𝑎𝑥 െ 𝑒−2𝑎𝑥ሻ

𝑥

𝑥బ

 .                                  ሺ5.9ሻ 

Иɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɟ (5.9) даɟɬ: 

𝑡 ൌ
√𝑚

𝑎ඥ2𝑈0
√2𝑒𝑎𝑥 െ 1 ൅ 𝐶2, ቆ𝐶2 ൌ

√𝑚
𝑎ඥ2𝑈0

√2𝑒𝑎𝑥బ െ 1ቇ. 

Оɬɫɸда 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
1
𝑎 ln ቆ

1
2 ൅

𝑎2𝑈0
𝑚

ሺ𝑡 െ 𝐶2ሻ2ቇ.                             ሺ5.10ሻ 

Пɟɪɟɣдɟɦ ɤ ɫɥɭɱаɸ 𝐸 ൐ 0. Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɮɨɪɦɭɥɭ (5.4), ɢɦɟɟɦ: 

𝑡 ൌ ට
𝑚
2 න

𝑑𝑥

ඥ𝐸 െ 𝑈0𝑒−2𝑎𝑥 ൅ 2𝑈0𝑒−𝑎𝑥

𝑥

𝑥బ

ൌ                                                              

ൌ
1
𝑎
ට
𝑚
2𝐸 ቆarch

𝐸𝑒𝑎𝑥 ൅ 𝑈0
ඥ𝑈0ሺ𝑈0 ൅ 𝐸ሻ

െ 𝐶3ቇ,    ሺ5.11ሻ 

гдɟ 

𝐶3 ൌ arch
𝐸𝑒𝑎𝑥బ ൅ 𝑈0
ඥ𝑈0ሺ𝑈0 ൅ 𝐸ሻ

. 

Иɡ (5.11) ɧаɯɨдɢɦ 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
1
𝑎 ln

ඥ𝑈0ሺ𝑈0 ൅ 𝐸ሻchሺ 𝑎ට
2𝐸
𝑚 𝑡 ൅ 𝐶3ሻ െ 𝑈0

𝐸 .                ሺ5.12ሻ 

Фɨɪɦɭɥɵ (5.8), (5.10) ɢ (5.12) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɟɟ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ. ■ 
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Задаɱа 5.2. Тɨɱɤа двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ 
ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑈0tg2ሺ𝑥 𝑎⁄ ሻ 
(𝑈0, 𝑎 ൌ constሻ. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ ɢ ɩɟɪɢɨд ɤɨɥɟбаɧɢɣ. 

□ Сɯɟɦаɬɢɱɧɨ ɨдɢɧ ɩɟɪɢɨд 
гɪаɮɢɤа ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑈ሺ𝑥ሻ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧ ɧа 
ɪɢɫ. 5.3. Каɤ вɢдɧɨ ɢɡ ɪɢɫ. 5.3, двɢɠɟɧɢɟ 
ɦɨɠɟɬ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬɶ ɥɢɲɶ в 
ɨгɪаɧɢɱɟɧɧɨɣ ɨбɥаɫɬɢ ɦɟɠдɭ ɬɨɱɤаɦɢ 
ɩɨвɨɪɨɬа 𝑥1 ɢ 𝑥2.  

 

Пɭɫɬɶ 𝑡0 ൌ 0, а 𝑥ሶ ൐ 0. Тɨгда ɮɨɪɦɭɥа (5.4) бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ вɢд: 

𝑡 ൌ න
𝑑𝑥

ට2𝑚 ሺ𝐸 െ 𝑈0tg
2 𝑥
𝑎ሻ

𝑥

𝑥బ

, 

ɨɬɤɭда 

𝑡 ൌ 𝑎ඨ
𝑚

2ሺ𝐸 ൅ 𝑈0ሻ
൦arcsin൮ඨ

𝐸 ൅ 𝑈0
𝐸 sin ቀ

𝑥
𝑎ቁ൲ െ 𝐶൪,                     ሺ5.13ሻ 

где 𝐶 ൌ  arcsin൮ඨ
𝐸 ൅ 𝑈0
𝐸 sin ቀ

𝑥0
𝑎 ቁ൲. 

Вɵɪаɠаɹ 𝑥 ɱɟɪɟɡ 𝑡 ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ (5.13), ɩɨɥɭɱаɟɦ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ: 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑎 arcsin ቎ඨ
𝐸

𝐸 ൅ 𝑈0
sinቌඨ

2ሺ𝐸 ൅ 𝑈0ሻ
𝑚

𝑡
𝑎 ൅ 𝐶ቍ቏. 

Пɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (5.6) ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦ ɩɟɪɢɨд: 
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𝑇 ൌ √2𝑚න
𝑑𝑥

ට𝐸 െ 𝑈0tg2
𝑥
𝑎

𝑥మ

𝑥భ
ൌ

√2𝑚𝑎
ඥ𝐸 ൅ 𝑈0

arcsinቌඨ
𝐸 ൅ 𝑈0
E  sin

𝑥
𝑎ቍቮ

𝑥భ

𝑥మ

.   ሺ5.14ሻ 

Тɨɱɤɢ ɨɫɬаɧɨвɤɢ 𝑥1 и  𝑥2 ɧаɯɨдɢɦ ɢɡ ɭɪавɧɟɧɢɹ 

𝐸 െ 𝑈0tg2
𝑥
𝑎 ൌ 0, 

ɪɟɲаɹ ɤɨɬɨɪɨɟ, ɢɦɟɟɦ: 

sin
𝑥1
𝑎 ൌ െඨ

𝐸
𝐸 ൅ 𝑈0

,   sin
𝑥2
𝑎 ൌ ඨ

𝐸
𝐸 ൅ 𝑈0

 .                     ሺ5.15ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ (5.15) в (5.14), ɨɤɨɧɱаɬɟɥɶɧɨ ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑇 ൌ 𝜋𝑎ඨ
2𝑚

𝐸 ൅ 𝑈0
. 

■ 

Задаɱа 5.3. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɩɟɪɢɨд ɧɟɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɩɥɨɫɤɨгɨ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа, ɩɪɟдɫɬавɥɹɸɳɟгɨ ɫɨбɨɣ ɬɨɱɤɭ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɧа ɤɨɧɰɟ 
ɧɢɬɢ дɥɢɧɨɣ 𝑙 в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ (ɪɢɫ. 2.5). 

□ В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ вɵбɟɪɟɦ ɭгɨɥ 𝜑 � ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟ 
ɧɢɬɢ ɨɬ вɟɪɬɢɤаɥɢ. За ɧɨɥɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɩɪɢɦɟɦ ɬɨɱɤɭ ɩɨдвɟɫа 
ɦаɹɬɧɢɤа. Тɨгда ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɢ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɢ ɦаɹɬɧɢɤа, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɪавɧɵ: 

𝑈 ൌ െ𝑚𝑔𝑙cos𝜑,   𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2ሻ ൌ

𝑚𝑙2𝜑ሶ 2

2 , 

а ɟгɨ ɩɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
𝑚𝑙2𝜑ሶ 2

2 െ 𝑚𝑔𝑙cos𝜑 ൌ െ𝑚𝑔𝑙cos𝜑0,                         ሺ5.16ሻ 

гдɟ 𝜑0 � ɦаɤɫɢɦаɥɶɧɵɣ ɭгɨɥ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɧɢɬɢ ɨɬ вɟɪɬɢɤаɥɢ. Иɡ (5.16) ɧаɯɨдɢɦ, 
ɱɬɨ 
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𝜑ሶ ൌ
𝑑𝜑
𝑑𝑡 ൌ േ

ඨ2𝑔
𝑙
ሺcos𝜑 െ cos𝜑0ሻ. 

Пɭɫɬɶ в ɧаɱаɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡0 ൌ 0 ɭгɨɥ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɧɢɬɢ ɨɬ 
вɟɪɬɢɤаɥɢ ɪавɟɧ ɧɭɥɸ, ɬ.ɟ. 𝜑ሺ0ሻ ൌ 0. Тɨгда 

𝑡 ൌ ඨ
𝑙
2𝑔 න

𝑑𝜑
േඥcos𝜑 െ cos𝜑0

ఝ

0

.                                    ሺ5.17ሻ 

Зɧаɤ “+” (“�”) ɩɟɪɟд ɪадɢɤаɥɨɦ бɟɪɟɬɫɹ в ɢɧɬɟɪваɥаɯ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɭгɥа 𝜑 ɨɬ 0 дɨ 
𝜑0 ɢ ɨɬ െ𝜑0 дɨ 0 (ɨɬ 𝜑0 дɨ 0 ɢ ɨɬ 0 дɨ െ𝜑0). Иɫɩɨɥɶɡɭɹ (5.17), ɩɨɥɭɱаɟɦ 
вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɩɟɪɢɨда ɤɨɥɟбаɧɢɣ: 

𝑇 ൌ ඨ
𝑙
2𝑔 න

𝑑𝜑
ඥcos𝜑 െ cos𝜑0

ఝబ

0

െ ඨ
𝑙
2𝑔 න

𝑑𝜑
ඥcos𝜑 െ cos𝜑0

0

ఝబ

െ 

െඨ
𝑙
2𝑔

න
𝑑𝜑

ඥcos𝜑 െ cos𝜑0

−ఝబ

0

൅ ඨ
𝑙
2𝑔
 න

𝑑𝜑

ඥcos𝜑 െ cos𝜑0

0

−ఝబ

ൌ                     

ൌ 4ඨ
𝑙
2𝑔 න

𝑑𝜑
ඥcos𝜑 െ cos𝜑0

ఝబ

0
ൌ 2ඨ

𝑙
𝑔 න

𝑑𝜑

ටsin2 𝜑02 െ sin2 𝜑2

ఝబ

0
.      ሺ5.18ሻ 

C ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɨдɫɬаɧɨвɤɢ  

sin𝜉 ൌ
sin𝜑2
sin𝜑02

 

ɡаɩɢɲɟɦ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ (5.18) ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

𝑇 ൌ 4ඨ
𝑙
𝑔 න

𝑑𝜉

ට1 െ sin2 𝜑02 sin
2𝜉

గ
2

0
ൌ 4ඨ

𝑙
𝑔 න

𝑑𝜉
ඥ1 െ 𝑘2sin2𝜉

గ
2

0
,        ሺ5.19ሻ 

гдɟ 𝑘2 ൌ sin2ሺ𝜑0/2ሻ. 



76 

 

Иɧɬɟгɪаɥ вɢда 

න
𝑑𝜉

ඥ1 െ 𝑘2sin2𝜉

గ
2

0
  

ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɷɥɥɢɩɬɢɱɟɫɤɢɦ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ ɩɟɪвɨгɨ ɪɨда. 

Раɡɥɨɠɢɦ ɩɨдɵɧɬɟгɪаɥɶɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ в (5.19) в ɪɹд, ɫɱɢɬаɹ ɤɨɥɟбаɧɢɹ 
ɦаɥɵɦɢ. Пɨɥɭɱɢɦ: 

1
ඥ1 െ 𝑘2sin2𝜉

ൎ 1 ൅
1
2𝑘

2sin2𝜉 ൅⋯.                                 ሺ5.20ሻ 

С ɭɱɟɬɨɦ (5.20) ɩɪɟдɫɬавɢɦ ɪавɟɧɫɬвɨ (5.19) в ɮɨɪɦɟ: 

𝑇 ൎ 4ඨ
𝑙
𝑔 න ൬1 ൅

1
2𝑘

2sin2𝜉൰
గ
2

0
𝑑𝜉 ൌ 4ඨ

𝑙
𝑔 ቀ
𝜋
2 ൅

𝜋
8 𝑘

2ቁ. 

Пɪɢ 𝜑0 ≪ 1 ɢɦɟɟɦ 𝑘 ൌ sinሺ𝜑0 2⁄ ሻ ൎ 𝜑0 2⁄ . Пɨɷɬɨɦɭ 

𝑇 ൌ 2𝜋 ቆ1 ൅
𝜑02

16ቇ
ඨ
𝑙
𝑔.                                                  ሺ5.21ሻ 

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа ɧɟ ɹвɥɹɸɬɫɹ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɢɦɢ, 
ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɟɪɢɨд ɡавɢɫɢɬ ɨɬ аɦɩɥɢɬɭдɵ. Пɟɪвɨɟ ɫɥагаɟɦɨɟ в (5.21) даɟɬ 
ɯɨɪɨɲɨ ɡɧаɤɨɦɭɸ ɮɨɪɦɭɥɭ дɥɹ ɩɟɪɢɨда ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа. ■ 

Задаɱа 5.4. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɤɪɢвɨɣ 𝑦 ൌ 𝐴sinሺ𝑘𝑥ሻ (𝐴, 𝑘 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ) в ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ ɩɨ ɨɫɢ 𝑥, ɢ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ, 
ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɦ ɩɨ ɨɫɢ 𝑦. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. 

□ На ɪɢɫ. 5.4 ɩɨɤаɡаɧа ɫɢɫɬɟɦа, в ɤɨɬɨɪɨɣ ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɱаɫɬɢɰа. 
Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ  

𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2ሻ ൌ

𝑚𝑥ሶ 2

2
ሺ1 ൅ 𝑘2𝐴2 cos2 𝑘𝑥ሻ, 
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а ɟɟ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 
3.7) 

𝑈 ൌ െ𝑞ℰ𝑥 ൅𝑚𝑔𝐴 sin 𝑘𝑥. 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ 

𝐿 ൌ
𝑚𝑥ሶ 2

2
ሺ1 ൅ 𝑘2𝐴2 cos2 𝑘𝑥ሻ ൅ 𝑞 ℰ 𝑥 െ 

െ𝑚𝑔𝐴 sin 𝑘𝑥. 

 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ: 

𝐸 ൌ
𝑚𝑥ሶ 2

2
ሺ1 ൅ 𝑘2𝐴2 cos2 𝑘𝑥ሻ െ 𝑞ℰ𝑥 ൅𝑚𝑔𝐴 sin 𝑘𝑥 ൌ const.  

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑥ሶ ൌ േඨ
2ሺ𝐸 ൅ 𝑞 ℰ 𝑥 െ 𝑚𝑔𝐴 sin 𝑘𝑥ሻ
𝑚ሺ1 ൅ 𝑘2𝐴2 cos2 𝑘𝑥ሻ , 

гдɟ ɡɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, ɧа ɤɨɬɨɪɵɯ 𝑥ሶ ൐ 0 (𝑥ሶ ൏ 0). 
Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ даɧɧɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ, ɩɨɥɭɱаɟɦ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ: 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ േ නඨ
2ሺ𝐸 ൅ 𝑞 ℰ 𝑥 െ 𝑚𝑔𝐴 sin 𝑘𝑥ሻ
𝑚ሺ1 ൅ 𝑘2𝐴2 cos2 𝑘𝑥ሻ 𝑑𝑥

𝑥

𝑥బ

, 𝑟ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝑟0.  

■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

5.5. Наɣдɢɬɟ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɡаɤɨɧ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɷɧɟɪгɢɢ, ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɢ 
ɩɟɪɢɨд ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɨдɧɨɦɟɪɧɨгɨ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа (ɫɢɫɬɟɦа ɫ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ 𝑈 ൌ 𝑘𝑥2 2⁄ , 𝑘 ൌ constሻ. 

5.6. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ  

𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑈0𝑒
𝑥 𝑎⁄ ,   𝑈0, 𝑎 ൌ const, 

 
Рɢɫ. 5.4 
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ɟɫɥɢ ɟɟ ɩɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ൌ 0. В ɧаɱаɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ 𝑥0 ൌ 0 ɢ  𝑥ሶ ሺ0ሻ ൌ
𝑥ሶ0. 

5.7. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɩɟɪɢɨд ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɥɟ  

𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ െ
𝑈0

ch2𝑎𝑥,   𝑈0, 𝑎 ൌ const, 

ɟɫɥɢ ɟɟ ɩɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ൏ 0. 

5.8. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɫ ɧɭɥɟвɨɣ ɩɨɥɧɨɣ 
ɷɧɟɪгɢɟɣ ɢ ɧаɱаɥɶɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɨɣ 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑥0 в ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝐴𝑥4, 
𝐴 ൌ const. 

5.9. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд ɮɢɧɢɬɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɨɩɢɫɵваɟɦɨɣ 
ɥагɪаɧɠɢаɧɨɦ 𝐿 ൌ 𝑎𝑞ሶ 2 െ 𝑏𝑞2 ሺ𝑎, 𝑏 ൌ const ൐ 0ሻ. 

5.10. Пɪɢ ɤаɤɢɯ ɡɧаɱɟɧɢɹɯ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 𝐸 ɫɢɫɬɟɦа, ɨɩɢɫɵваɟɦаɹ 
ɥагɪаɧɠɢаɧɨɦ 

𝐿 ൌ 𝑎
𝑞ሶ 2

𝑞
െ 𝑏𝑞 െ

𝑐
𝑞
 ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐 ൌ const ൐ 0ሻ, 

ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ? 

5.11. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɱаɫɬɢɰɵ c ɦаɫɫɨɣ 𝑚 ɢ ɷɧɟɪгɢɟɣ 𝐸, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ ሺ𝑘 ൌ constሻ 

𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ
𝑘𝑥2

2 , 𝑥 ൏ 0

𝑘𝑥, 𝑥 ൐ 0
 

5.12. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɱаɫɬɢɰɵ c ɦаɫɫɨɣ 𝑚 ɢ ɷɧɟɪгɢɟɣ 𝐸, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ ሺ𝑘1,2 ൌ constሻ 

𝑈ሺ𝑥ሻ ൌ

{
 

 𝑘1𝑥
2

2 , 𝑥 ൏ 0

𝑘2𝑥2

2 , 𝑥 ൐ 0
 

5.13. Уɤаɠɢɬɟ ɭɫɥɨвɢɹ ɮɢɧɢɬɧɨɫɬɢ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɧаɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд 



79 

 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑥ሶ

2 ൅
2𝑎
𝑥 െ

𝑏
𝑥2 , 𝑚, 𝑎, 𝑏 ൌ const ൐ 0. 

5.14. Уɤаɠɢɬɟ ɭɫɥɨвɢɹ ɮɢɧɢɬɧɨɫɬɢ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɧаɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑥ሶ

2 െ 𝑏൫𝑒𝑥/𝑎 െ 1൯2, 𝑚, 𝑎, 𝑏 ൌ const ൐ 0. 

5.15. Уɤаɠɢɬɟ ɭɫɥɨвɢɹ ɮɢɧɢɬɧɨɫɬɢ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɧаɣдɢɬɟ ɩɟɪɢɨд 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑥ሶ

2 െ 𝑈0 th2𝑥, 𝑚, 𝑈0 ൌ const ൐ 0. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟓. 𝟓. 𝑥 ൌ 𝐴sinቌඨ
𝑘
𝑚 𝑡 ൅ 𝛼ቍ ,     𝐴, 𝛼 ൌ const;   𝑇 ൌ 2𝜋

ට
𝑚
𝑘 . 

𝟓. 𝟔.  𝑥 ൌ െ2𝑎ln ൬1 െ
𝑥ሶ0
2𝑎 𝑡൰.   

𝟓. 𝟕. 𝑥 ൌ
1
𝑎  arsh ቎

ඨ
𝑈0 െ |𝐸|
|𝐸| sinቌ𝑎ඨ

2|𝐸|
𝑚 𝑡 ൅ 𝐶ቍ቏ , 𝐶 ൌ const;  𝑇 ൌ

2𝜋
𝑎 ඨ

𝑚
2|𝐸|. 

𝟓. 𝟖.  𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑥0

1 േ 𝑥0𝑡ට
2𝐴
𝑚

.  𝟓. 𝟗. 𝑇 ൌ 2𝜋ට
𝑎
𝑏 .  𝟓. 𝟏𝟎.  

|𝐸| ൐ 2√𝑏𝑐.   

𝟓. 𝟏𝟏.  𝑇 ൌ 2ට
𝑚
𝑘 ቌ

ඨ2𝐸
𝑘 ൅

𝜋
2ቍ .   𝟓. 𝟏𝟐.  𝑇 ൌ 𝜋√𝑚ቆ

1
ඥ𝑘1

൅
1
ඥ𝑘2

ቇ. 

𝟓. 𝟏𝟑.െ
𝑎2

𝑏 ൏ 𝐸 ൏ 0;  𝑇 ൌ 𝑎𝜋ඨ
2𝑚
െ𝐸3 .  𝟓. 𝟏𝟒. 0 ൏ 𝐸 ൏ 𝑏;  𝑇 ൌ 𝑎𝜋ඨ

2𝑚
𝑏 െ 𝐸. 
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𝟓. 𝟏𝟓. 0 ൏ 𝐸 ൏ 𝑈0, 𝑇 ൌ 𝜋ඨ
2𝑚

𝑈0 െ 𝐸
. 

§ 6. Двɢжеɧɢе в ɰеɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥе. Задаɱа двɭɯ ɬеɥ 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 вɨ вɧɟɲɧɟɦ ɩɨɥɟ, в ɤɨɬɨɪɨɦ ɟɟ 

ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɡавɢɫɢɬ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ дɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɣ 
ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ ɬɨɱɤɢ � ɰентра полɹ. Еɫɥɢ ɷɬɨ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨбɨɡɧаɱɢɬɶ 
ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 𝑟, ɬɨ 𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑟ሻ. Таɤɨɟ ɩɨɥɟ ɧаɡɵваɸɬ ɰентралɶнɵм. Сɢɥа 

𝑭 ൌ െ
𝜕𝑈
𝜕𝒓 ൌ െ

𝜕𝑈
𝜕𝑟
𝒓
𝑟 ,                                              ሺ6.1ሻ 

дɟɣɫɬвɭɸɳаɹ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɧа ɱаɫɬɢɰɭ, ɡавɢɫɢɬ ɬɨɠɟ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ 𝑟 ɢ ɧаɩɪавɥɟɧа в 
ɤаɠдɨɣ ɬɨɱɤɟ вдɨɥɶ ɪадɢɭɫа-вɟɤɬɨɪа. Пɪɢ двɢɠɟɧɢɢ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 
ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɢ ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа, вɵɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɰɟɧɬɪа 
ɩɨɥɹ.  

Задаɱа 6.1. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в 
ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ, ɥɟɠɢɬ в ɨдɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. 

□ Пɨɤаɠɟɦ, ɱɬɨ ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ 
ɩɨɥɟ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ. Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа в вɢдɟ (3.2): 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝒓 ൌ 0, 

гдɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝑟ሻ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɥагɪаɧɠɢаɧ в ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɢ ɭɱɢɬɵваɹ (6.1), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝑚𝒓ሷ ൌ െ
𝜕𝑈
𝜕𝑟
𝒓
𝑟. 

Уɦɧɨɠɢɦ ɥɟвɭɸ ɢ ɩɪавɭɸ ɱаɫɬɢ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨгɨ ɪавɟɧɫɬва вɟɤɬɨɪɧɨ ɧа 𝒓: 

𝒓 ൈ𝑚𝒓ሷ ൌ 0. 
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Уɱɢɬɵваɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ 

𝑑
𝑑𝑡
ሺ𝒓 ൈ 𝑚𝒓ሶ ሻ ൌ 𝒓ሶ ൈ 𝑚𝒓ሶ ൅ 𝒓 ൈ 𝑚𝒓ሷ ൌ 𝒓 ൈ 𝑚𝒓ሷ , 

ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝑑
𝑑𝑡
ሺ𝒓 ൈ 𝑚𝒓ሶ ሻ ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝒓 ൈ𝑚𝒓ሶ ൌ 𝒓 ൈ 𝒑 ൌ 𝑴 ൌ const. 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ. Иɡ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ 
ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ вɟɤɬɨɪ 𝒓 ɥɟɠɢɬ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨɣ 
вɟɤɬɨɪɭ 𝑴. Таɤ ɤаɤ 𝑴 ൌ const, ɬɨ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɱаɫɬɢɰɵ 𝒓 вɫɟ вɪɟɦɹ ɥɟɠɢɬ в 
ɨдɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ.  

■ 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɥɟɠɢɬ ɰɟɥɢɤɨɦ в 
ɨдɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɬɨ дɥɹ ɨɩɢɫаɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ вɵбɪаɬɶ двɟ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. Удɨбɧɨ вɡɹɬɶ ɩɨɥɹɪɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ* (𝑟,M) ɢ ɧаɱаɥɨ 
ɨɬɫɱɟɬа ɩɨɥɹɪɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫɨвɦɟɫɬɢɬɶ ɫ ɰɟɧɬɪɨɦ ɩɨɥɹ. Пɪɢ ɷɬɨɦ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ െ 𝑈ሺ𝑟ሻ.                                     ሺ6.2ሻ 

Кɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 в ɥагɪаɧɠɢаɧɟ (6.2) ɹвɥɹɟɬɫɹ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ. 
Сɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɣ ɟɣ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝ఝ ൌ 𝜕𝐿 𝜕𝜑ሶ⁄  ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ ɢ 
ɫɨвɩадаɟɬ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɫ ɦɨɦɟɧɬɨɦ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑀 (ɫɦ. § 4), ɬ.ɟ. 

𝑀 ൌ 𝑝ఝ ൌ 𝜕𝐿 𝜕𝜑ሶൗ ൌ 𝑚𝑟2𝜑ሶ ൌ const.                             ሺ6.3ሻ 

Кɪɨɦɟ ɬɨгɨ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ 
ɷɧɟɪгɢɹ 

                                           
* Сɦ. ɡадаɱɭ 1.10. 
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𝐸 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ ൅ 𝑈ሺ𝑟ሻ. 

Вɵɪаɠаɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ሺ6.3ሻ 𝜑ሶ  ɱɟɪɟɡ 𝑀, ɡаɩɢɲɟɦ ɷɧɟɪгɢɸ ɱаɫɬɢɰɵ в вɢдɟ: 

𝐸 ൌ
𝑚𝑟ሶ 2

2 ൅
𝑀2

2𝑚𝑟2 ൅ 𝑈
ሺ𝑟ሻ.                                          ሺ6.4ሻ 

Иɡ ɷɬɨгɨ вɵɪаɠɟɧɢɹ ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑟ሶ ൌ
𝑑𝑟
𝑑𝑡
ൌ േඨ

2
𝑚
ሺ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑟ሻሻ െ

𝑀2

𝑚2𝑟2
, 

ɨɬɤɭда, ɪаɡдɟɥɹɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ ɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ, 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േට2𝑚 ሺ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑟ሻሻ െ
𝑀2

𝑚2𝑟2

𝑟

𝑟బ

, 𝑟0 ൌ 𝑟ሺ𝑡0ሻ.                  ሺ6.5ሻ 

Равɟɧɫɬвɨ ሺ6.5ሻ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬ в ɧɟɹвɧɨɦ вɢдɟ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ 𝑟 двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɬɨɱɤɢ ɨɬ 
ɰɟɧɬɪа ɩɨɥɹ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɸ вɪɟɦɟɧɢ. Зɧаɤ “+” (“-”) ɩɟɪɟд ɪадɢɤаɥɨɦ бɟɪɟɬɫɹ ɧа 
ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝑟ሶ ൏ 0).  

Иɡ (6.3) ɢɦɟɟɦ 

𝑑𝜑 ൌ
𝑀
𝑚𝑟2 𝑑𝑡 ൌ

𝑀
𝑚𝑟2

𝑑𝑟

േට2𝑚 ሺ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑟ሻሻ െ
𝑀2

𝑚2𝑟2

. 

Оɬɫɸда ɧаɯɨдɢɦ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑟ሺ𝜑ሻ, ɨɩɪɟдɟɥɹɸɳɭɸ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɸ ɱаɫɬɢɰɵ: 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
𝑀 𝑑𝑟

േ𝑟2ට2𝑚ሺ𝐸 െ 𝑈ሺ𝑟ሻሻ െ 𝑀
2

𝑟2

𝑟

𝑟బ

,    𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.                ሺ6.6ሻ 

Фɨɪɦɭɥɵ (6.5) ɢ (6.6) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ.  

В ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɟɦ (6.4), ɢɡ 
ɤɨɬɨɪɨгɨ вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɪадɢаɥɶɧɭɸ ɱаɫɬɶ двɢɠɟɧɢɹ ɦɨɠɧɨ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɬɶ ɤаɤ 
ɨдɧɨɦɟɪɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ в ɩɨɥɟ ɫ “ɷɮɮективной” потенɰиалɶной ɷнергией 
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𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ ൌ
𝑀2

2𝑚𝑟2 ൅ 𝑈
ሺ𝑟ሻ. 

Вɟɥɢɱɢɧɭ 𝑀2 2𝑚𝑟2⁄   ɧаɡɵваɸɬ ɰентробежной ɷнергией.  

Гɪаɧɢɰɵ ɨбɥаɫɬɢ двɢɠɟɧɢɹ ɩɨ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɸ ɨɬ ɰɟɧɬɪа, в ɱаɫɬɧɨɫɬɢ 
ɦɢɧɢɦаɥɶɧɨɟ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ ɱаɫɬɢɰɟɣ ɢ ɫɢɥɨвɵɦ ɰɟɧɬɪɨɦ, ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ 
ɪавɟɧɫɬвɨɦ  

𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ ൌ 𝐸.                                                      ሺ6.7ሻ 

Зɧаɱɟɧɢɹ 𝑟, ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ вɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɪавɟɧɫɬвɨ (6.7), ɧаɡɵваɸɬɫɹ тоɱками 
поворота, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ в ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɪадɢаɥɶɧаɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ 𝑟ሶ ൌ 0, а ɭгɥɨваɹ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶ 𝜑ሶ  ɧɟ ɨбɪаɳаɟɬɫɹ в ɧɭɥɶ, ɬ.ɟ. 𝑟ሺ𝑡ሻ ɩɟɪɟɯɨдɢɬ ɨɬ ɭвɟɥɢɱɟɧɢɹ ɤ 
ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɸ ɢɥɢ ɧаɨбɨɪɨɬ.  

Задаɱа 6.2. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 в 
ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
D
𝑟 ൅

E
𝑟2 ,              D ൐ 0,   E ൐ 0. 

Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɭɫɥɨвɢɟ ɡаɦɤɧɭɬɨɫɬɢ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ. 

□ Пɭɫɬɶ в ɧаɱаɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡0 ɱаɫɬɢɰа ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɧа 
ɦɢɧɢɦаɥɶɧɨɦ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑟0 ൌ 𝑟୫in ɨɬ ɫɢɥɨвɨгɨ ɰɟɧɬɪа. Бɭдɟɦ ɨɬɫɱɢɬɵваɬɶ 
ɭгɨɥ 𝜑 ɨɬ ɧаɩɪавɥɟɧɢɹ ɪадɢɭɫа-вɟɤɬɨɪа в ɷɬɨɬ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ. ɩɨɥɨɠɢɦ 
𝜑0 ൌ 0. Тɨгда, ɩɨдɫɬавɥɹɹ 𝑈ሺ𝑟ሻ в ɮɨɪɦɭɥɭ (6.6) ɢ ɩɪɨɢɡвɨдɹ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɟ, 
ɧаɣдɟɦ: 

𝜑 ൌ න
𝑀 𝑑𝑟

𝑟2ට2𝑚൬𝐸 ൅ D
𝑟 െ

E
𝑟2൰ െ

𝑀2

𝑟2

𝑟

𝑟ౣ౟౤

ൌ 

ൌ 𝑀 න
െ𝑑 ቀ1𝑟ቁ

ඨ 𝑚2D2
2𝑚E൅𝑀2 ൅ 2𝑚𝐸 െ

ቂሺ2𝑚E൅𝑀2ሻ1𝑟 െ𝑚Dቃ
2

2𝑚E൅𝑀2

𝑟

𝑟ౣ౟౤

ൌ 
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ൌ െ
𝑀

ඥ2𝑚E൅𝑀2
arcsin

൬2E൅𝑀
2

𝑚 ൰1𝑟 െ D

ටD2 ൅ 4𝐸 ൬E൅ 𝑀
2

2𝑚൰
ተተ

𝑟ౣ౟౤

𝑟

.     ሺ6.8ሻ 

Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ 𝑟୫in вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (6.7):  

െ
D
𝑟୫in

൅
E
𝑟୫in2

൅
𝑀2

2𝑚𝑟୫in2
ൌ 𝐸. 

Оɬɫɸда 

1
𝑟୫in

ൌ
D൅ටD2 ൅ 4𝐸 ൬E൅ 𝑀

2

2𝑚൰

2E൅𝑀
2

𝑚

.                                 ሺ6.9ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ ɡɧаɱɟɧɢɟ в (6.6), ɢɦɟɟɦ: 

𝜑 ൌ
𝑀

ඥ2𝑚E൅𝑀2

[
 
 
 S
2
െ arcsin

൬2E൅𝑀
2

𝑚 ൰1𝑟 െ D

ටD2 ൅ 4𝐸 ൬E൅ 𝑀
2

2𝑚൰]
 
 
 
ൌ 

ൌ
𝑀

ඥ2𝑚E൅𝑀2
arccos

൬2E൅𝑀
2

𝑚 ൰1𝑟 െ D

ටD2 ൅ 4𝐸 ൬E൅ 𝑀
2

2𝑚൰
.        ሺ6.10ሻ 

Ввɟдɟɦ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹ:  

𝑝 ൌ
2E
D
൅
𝑀2

𝑚D ,   𝑒 ൌ
ඨ1 ൅

4𝐸
D2
ቆE൅

𝑀2

2𝑚ቇ ,   Z ൌ
ඨ1 ൅

2𝑚E
𝑀2 . 

С ɭɱɟɬɨɦ ɫдɟɥаɧɧɵɯ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɣ ɢɡ (6.10) ɩɨɥɭɱаɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ: 

𝑟 ൌ
𝑝

1 ൅ 𝑒cosሺZ𝜑ሻ.                                                   ሺ6.11ሻ 

Иɡ (6.11) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ в ɫɥɭɱаɟ 𝐸 ൏ 0 ሺ𝑒 ൏ 1ሻ двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ бɭдɟɬ 
ɮɢɧɢɬɧɵɦ. Пɪɢ ɷɬɨɦ ɭɫɥɨвɢɟ ɡаɦɤɧɭɬɨɫɬɢ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɢɦɟɟɬ вɢд: 
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'𝜑 ൌ 2 න
𝑀
𝑟2ൗ 𝑑𝑟

ට2𝑚൬𝐸 ൅ D
𝑟 െ

E
𝑟2൰ െ

𝑀2

𝑟2

𝑟 ౗౮

𝑟ౣ౟౤

ൌ 2S
𝑘
𝑛,                  ሺ6.12ሻ 

гдɟ 𝑘 ɢ 𝑛 � ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɵɟ ɰɟɥɵɟ ɱɢɫɥа. Уɫɥɨвɢɟ (6.12) ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɱɟɪɟɡ 𝑘 
ɩɨɥɧɵɯ ɨбɨɪɨɬɨв ɬɨɱɤа ɡаɣɦɟɬ ɩɟɪвɨɧаɱаɥɶɧɨɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ. С ɩɨɦɨɳɶɸ (6.7) 
ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ  

1
𝑟୫ax

ൌ
DെටD2 ൅ 4𝐸 ൬E൅ 𝑀

2

2𝑚൰

2E൅𝑀
2

𝑚

.                                ሺ6.13ሻ 

Вɵɱɢɫɥɹɹ ɢɧɬɟгɪаɥ в вɵɪаɠɟɧɢɢ (6.12) ɫ ɭɱɟɬɨɦ (6.9) ɢ (6.13), ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦ, ɱɬɨ 
ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ бɭдɟɬ ɡаɦɤɧɭɬɨɣ ɩɪɢ Z ൌ 𝑘 𝑛ൗ . ■ 

Задаɱа 6.3. Задаɱа двɭɯ ɬɟɥ. Иɦɟɸɬɫɹ двɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 ɢ 𝑚2. 
Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɢɯ вɡаɢɦɨдɟɣɫɬвɢɹ ɡавɢɫɢɬ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 
ɦɟɠдɭ ɱаɫɬɢɰаɦɢ, а вɧɟɲɧɢɟ ɫɢɥɵ ɨɬɫɭɬɫɬвɭɸɬ. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ двɭɯ ɱаɫɬɢɰ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝑚1

2 𝒓ሶ 12 ൅
𝑚2

2 𝒓ሶ 22 െ 𝑈ሺ|𝒓1 െ 𝒓2|ሻ, 

гдɟ 𝒓1 ɢ 𝒓2 � ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɱаɫɬɢɰ 𝑚1 ɢ 𝑚2, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ.  

Вɵбɟɪɟɦ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫɢɫɬɟɦɵ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ 
ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ 

𝑹 ൌ
𝑚1𝒓1 ൅ 𝑚2𝒓2
𝑚1 ൅𝑚2

                                          ሺ6.14ሻ 

ɢ вɟɤɬɨɪ вɡаɢɦɧɨгɨ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ ɬɨɱɟɤ 

𝒓 ൌ 𝒓1 െ 𝒓2.                                                ሺ6.15ሻ 

Иɡ вɵɪаɠɟɧɢɣ (6.14) ɢ (6.15) ɧаɯɨдɢɦ:  

𝒓1 ൌ 𝑹 ൅
𝑚2𝒓

𝑚1 ൅ 𝑚2
,   𝒓2 ൌ 𝑹 െ

𝑚1𝒓
𝑚1 ൅𝑚2

, 
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ɨɬɤɭда 

𝒓ሶ 1 ൌ 𝑹ሶ ൅
𝑚2𝒓ሶ

𝑚1 ൅ 𝑚2
,   𝒓ሶ 2 ൌ 𝑹ሶ െ

𝑚1𝒓ሶ
𝑚1 ൅ 𝑚2

.                         ሺ6.16ሻ  

Пɨдɫɬавɥɹɹ (6.16) в ɥагɪаɧɠɢаɧ, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝐿 ൌ
P𝑹ሶ 2

2 ൅
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝑟ሻ.                                            ሺ6.17ሻ 

Здɟɫɶ P ൌ 𝑚1 ൅𝑚2 � ɩɨɥɧаɹ ɦаɫɫа ɫɢɫɬɟɦɵ, а 𝑚 ൌ 𝑚1𝑚2/ሺ𝑚1 ൅ 𝑚2ሻ 
ɧаɡɵваɟɬɫɹ приведенной массой.  

Иɡ (6.17) вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧ в ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 𝑹, 𝒓 ɪаɫɩадаɟɬɫɹ ɧа два 
ɫɥагаɟɦɵɯ, ɡавɢɫɹɳɢɯ ɨɬ ɪаɡɥɢɱɧɵɯ ɧабɨɪɨв ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɬ.ɟ. ɟгɨ ɦɨɠɧɨ 
ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ  

𝐿 ൌ 𝐿1൫𝑹ሶ ൯ ൅ 𝐿2ሺ𝒓ሶ , 𝑟ሻ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ 𝐿1 ɨɩɢɫɵваɟɬ двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫɨɣ P ɢ ɪадɢɭɫɨɦ-вɟɤɬɨɪɨɦ 
𝑹, а ɥагɪаɧɠɢаɧ 𝐿2  – двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫɨɣ 𝑚 ɢ ɪадɢɭɫɨɦ-вɟɤɬɨɪɨɦ 𝒓 в 
ɡадаɧɧɨɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑟ሻ.  

Тɨɬ ɮаɤɬ, ɱɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɫɭɦɦɨɣ ɥагɪаɧɠɢаɧɨв ɷɬɢɯ ɫɢɫɬɟɦ 
ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɩɟɪвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɧɟ ɫɨдɟɪɠаɬ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
вɬɨɪɨɣ, ɢ ɧаɨбɨɪɨɬ, ɢ ɩɨɬɨɦɭ ɢɯ двɢɠɟɧɢɹ ɧɟɡавɢɫɢɦɵ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, 
ɡаɤɨɧɵ двɢɠɟɧɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɨɬдɟɥɶɧɨ дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɣ  𝐿1 ɢ 𝐿2. 

Дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝐿1 ൌ P𝑹ሶ 2 2⁄  ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ 𝑹 ɹвɥɹɸɬɫɹ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɢɦɢ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ. Пɨɷɬɨɦɭ 𝜕𝐿 𝜕𝑹ሶ⁄   ɟɫɬɶ ɫɨɯɪаɧɹɸɳɢɣɫɹ ɢɦɩɭɥɶɫ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɬ.ɟ. 

𝑷 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑹ሶ

ൌ P𝑹ሶ ൌ const. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝑹ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑷𝑡
P
൅ 𝑹ሺ0ሻ, 

ɬ.ɟ. ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ двɢɠɟɬɫɹ ɩɪɹɦɨɥɢɧɟɣɧɨ ɢ ɪавɧɨɦɟɪɧɨ.  

Лагɪаɧɠɢаɧ 
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𝐿2 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝑟ሻ 

ɨɩɢɫɵваɟɬ двɢɠɟɧɢɟ -ɬɨɱɤɢ – вɨɨбɪаɠаɟɦɨɣ ɬɨɱɤɢ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ 
ɩɨɥɟ ɫ ɧɟɩɨдвɢɠɧɵɦ ɰɟɧɬɪɨɦ, ɧаɯɨдɹɳɢɦɫɹ в ɰɟɧɬɪɟ ɢɧɟɪɰɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ двɭɯ 
ɬɟɥ. Заɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɩɪɢвɟдɟɧɧɨɣ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑟ሻ 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ (6.5) ɢ (6.6). ■  

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

6.4. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в 
ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
D
𝑟 ,   D ൌ const. 

6.5. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
D
𝑟2 ln

𝑟
𝑟0
    ሺD, 𝑟0 ൌ const ൐ 0ሻ. 

Пɨɫɬɪɨɣɬɟ гɪаɮɢɤ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ 𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ, ɨɩɢɲɢɬɟ вɨɡɦɨɠɧɵɟ ɬɢɩɵ двɢɠɟɧɢɹ ɢ 
дɥɹ ɫɥɭɱаɹ ɪавɟɧɫɬва ɧɭɥɸ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɬɨɱɤɢ ɧаɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ 
ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ.  

6.6. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в 
ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ
D
𝑟2     

ሺD ൌ const ൐ 0ሻ. 

6.7. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ 𝑈 ൌ െ𝛼/𝑟6, 𝛼 ൌ const ൐ 0. 
Пɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɪавɧа ɧɭɥɸ. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɱаɫɬɢɰɵ.  

6.8. Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ вɡаɢɦɨдɟɣɫɬвɢɹ двɭɯ ɱаɫɬɢɰ ɢɦɟɟɬ вɢд 

𝑈ሺ𝒓1, 𝒓2ሻ ൌ
𝑘
2 ሺ𝒓1 െ 𝒓2ሻ

2,   𝑘 ൌ const. 

Наɣдɢɬɟ 𝒓1ሺ𝑡ሻ ɢ 𝒓2ሺ𝑡ሻ.  

6.9. Аɬɨɦ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ ɹдɪа ɦаɫɫɵ 𝑀 ɢ 𝑛 ɷɥɟɤɬɪɨɧɨв ɨдɢɧаɤɨвɵɯ ɦаɫɫ 𝑚. 
Иɫɤɥɸɱɢɬɟ двɢɠɟɧɢɟ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɢ ɫвɟдɢɬɟ ɡадаɱɭ ɤ ɡадаɱɟ ɨ двɢɠɟɧɢɢ 𝑛 
ɱаɫɬɢɰ. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. 
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6.10. Наɩɢɲɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɡ двɭɯ ɱаɫɬɢɰ, ɢɦɟɸɳɢɯ ɦаɫɫɵ 
𝑚1 ɢ 𝑚2 ɢ ɡаɪɹдɵ 𝑞1 ɢ െ𝑞2 (𝑞1, 𝑞2 ൐ 0), в ɫɢɫɬɟɦɟ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ, 
ɩɪɢ ɤаɤɢɯ ɡɧаɱɟɧɢɹɯ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɫɢɫɬɟɦа ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ.  

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟔. 𝟒.  𝑟 ൌ
𝑝

േ1 ൅ 𝑒cos𝜑 , знак "+" ("-") берется при 𝛼 ൐ 0 ሺ𝛼 ൏ 0ሻ; 

𝑝 ൌ
𝑀2

𝑚|𝛼| , 𝑒 ൌ
ඨ1 ൅

2𝐸𝑀2

𝑚𝛼2 . 

𝟔. 𝟓.  𝐸 ൏ 𝑈e୤୤୫in െ двɢɠɟɧɢɟ ɧɟвɨɡɦɨɠɧɨ;   

𝑈e୤୤୫in ൏ 𝐸 ൏ 0 െ ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ; 

𝐸 ൒ 0 െ ɢɧɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ; 

при 𝐸 ൌ 0   𝑟 ൌ 𝑟0exp ቊ
𝑚𝛼
2𝑀2 ሺ𝜑 െ 𝐶ሻ

2 ൅
𝑀2

2𝑚𝛼ቋ ;        𝐶 ൌ const. 

𝟔. 𝟔. 𝑟 ൌ
1

𝑎cos ሺZ𝜑ሻ ൅ 𝑏sin ሺZ𝜑ሻ ;        Z ൌ
ඨ1 ൅

2𝑚𝛼
𝑀2 ,   𝑎, 𝑏 ൌ const. 

𝟔. 𝟕.  𝑟2 ൌ
√2𝑚𝛼
𝑀 cosሾ2ሺ𝜑 ൅ 𝐶ሻሿ 

𝟔. 𝟖.  𝒓1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑹 ൅
𝑚
𝑚1

ሺ𝒂cos ሺZ𝑡ሻ ൅ 𝒃sin ሺZ𝑡ሻሻ, 

𝒓2ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑹 െ
𝑚
𝑚2

ሺ𝒂cos ሺZ𝑡ሻ ൅ 𝒃sin ሺZ𝑡ሻሻ; Z2 ൌ
𝑘
𝑚 ,     𝑚 ൌ

𝑚1𝑚2

𝑚1 ൅𝑚2
,     

𝑹 ൌ
𝑚1𝒓1 ൅ 𝑚2𝒓2
𝑚1 ൅𝑚2

,      𝒂, 𝒃 ൌ const. 
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𝟔. 𝟗.  𝐿 ൌ
𝑚
2 ෍𝒓ሶ 𝑖2

𝑛

𝑖=1

െ
𝑚2

2ሺ𝑀 ൅ 𝑛𝑚ሻ൭෍𝒓ሶ 𝑖

𝑛

𝑖=1

൱
2

െ
1
2 ෍

𝑒2

ห𝒓𝑖 െ 𝒓௝ห

𝑛

𝑖,௝=1
𝑖≠௝

൅෍
𝑛𝑒2

𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

, 

ɡдɟɫɶ 𝑒 � ɡаɪɹд ɷɥɟɤɬɪɨɧа, а 𝒓𝑖 � ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ i-гɨ ɷɥɟɤɬɪɨɧа дɨ ɹдɪа. Наɱаɥɨ 

ɨɬɫɱɟɬа вɵбɪаɧɨ в ɰɟɧɬɪɟ ɢɧɟɪɰɢɢ аɬɨɦа. 

𝟔. 𝟏𝟎. 𝐿 ൌ
P𝑹ሶ 2

2 ൅
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞1𝑞2
|𝒓| ,   P ൌ 𝑚1 ൅𝑚2,    𝑚 ൌ

𝑚1𝑚2

𝑚1 ൅𝑚2
,    𝒓 ൌ 𝒓1 െ 𝒓2, 

𝒓1, 𝒓2 � ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ. 𝐸 ൏ 0 – ɭɫɥɨвɢɟ ɮɢɧɢɬɧɨгɨ 

двɢɠɟɧɢɹ. 

 §7. Иɧɬегɪɢɪɨваɧɢе ɭɪавɧеɧɢɣ двɢжеɧɢɹ 
В двɭɯ ɩɪɟдɵдɭɳɢɯ ɩаɪагɪаɮаɯ ɭɠɟ бɵɥɢ ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧɵ ɡадаɱɢ ɧа 

ɧаɯɨɠдɟɧɢɟ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨваɧɢɟɦ 
ɢɧɬɟгɪаɥɨв двɢɠɟɧɢɹ (ɡаɤɨɧɨв ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ) – ɡаɤɨɧа ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɷɧɟɪгɢɢ дɥɹ 
ɨдɧɨɦɟɪɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ (§ 5) ɢ ɡаɤɨɧɨв ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɷɧɟɪгɢɢ ɢ ɦɨɦɟɧɬа 
ɢɦɩɭɥɶɫа дɥɹ двɢɠɟɧɢɹ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ (§ 6). В даɧɧɨɦ ɩаɪагɪаɮɟ 
ɪаɫɫɦɨɬɪɢɦ ɟɳɟ ɪɹд ɡадаɱ ɧа ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɢɧɬɟгɪаɥɨв двɢɠɟɧɢɹ.  

Задаɱа 7.1. Сɮɟɪɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ. Пɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɭɣɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа (ɡадаɱа 2.4)  

𝐿 ൌ
𝑚𝑅2

2 ൫𝜃ሶ 2 ൅ sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ ൅ 𝑚𝑔𝑅cos𝜃. 

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ, а 𝜕𝐿 𝜕𝑡⁄ ൌ 0. Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɢɦɟɟɬɫɹ 
два ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ – ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝M (ɫɨвɩадаɸɳɢɣ ɫ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ 
𝑀௭ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа ɩɨɥɹɪɧɭɸ ɨɫɶ 𝑧) ɢ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸: 

𝑝M ൌ 𝑀௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ  ൌ 𝑚𝑅

2sin2𝜃𝜑ሶ  ,                                          ሺ7.1ሻ 
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𝐸 ൌ
𝑚𝑅2

2 ൫𝜃ሶ 2 ൅ sin2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ 𝑚𝑔𝑅cos𝜃.                                   ሺ7.2ሻ 

Иɡ ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ (7.1) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝜑ሶ ൌ
𝑀௭

𝑚𝑅2sin2𝜃.                                                 ሺ7.3ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ в (7.2), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝐸 ൌ
𝑚𝑅2𝜃ሶ 2

2
൅ 𝑈e୤୤ሺ𝜃ሻ,                                          ሺ7.4ሻ 

гдɟ  

𝑈e୤୤ሺ𝜃ሻ ൌ
𝑀௭
2

2𝑚𝑅2sin2𝜃 െ𝑚𝑔𝑅cos𝜃. 

Иɡ (7.4) ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ  

𝜃ሶ ൌ
𝑑𝜃
𝑑𝑡 ൌ േ

ඨ 2
𝑚𝑅2 ቀ𝐸 െ 𝑈𝑒𝑓𝑓

ሺ𝜃ሻቁ, 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ,  

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝜃

േට 2
𝑚𝑅2 ቀ𝐸 െ 𝑈𝑒𝑓𝑓ሺ𝜃ሻቁ

.                                     ሺ7.5ሻ  

Зɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 𝜃ሶ ൐ 0 (𝜃ሶ ൏ 0). 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ (7.5), ɩɨɥɭɱɢɦ  

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜃

േට 2
𝑚𝑅2 ൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜃ሻ൯

ఏ

ఏబ

,    𝜃0 ൌ 𝜃ሺ𝑡0ሻ.             ሺ7.6ሻ 

Иɡ ɪавɟɧɫɬва (7.3) ɧаɯɨдɢɦ 

𝑑𝜑 ൌ
𝑀௭

𝑚𝑅2sin2𝜃 𝑑𝑡, 

ɢɥɢ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ (7.5), 
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𝑑𝜑 ൌ േ
𝑀௭

𝑚𝑅2sin2𝜃
𝑑𝜃

ට 2
𝑚𝑅2 ൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜃ሻ൯

. 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ, ɢɦɟɟɦ 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ േ න
𝑀௭𝑑𝜃

sin2𝜃ට2𝑚𝑅2൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜃ሻ൯

ఏ

ఏబ

, 𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.      ሺ7.7ሻ 

Фɨɪɦɭɥɵ (7.6) ɢ (7.7) ɹвɥɹɸɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɟɦ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ ɩɨɫɬавɥɟɧɧɨɣ 
ɡадаɱɢ. ■ 

Задаɱа 7.2. Пɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɭɣɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ 
ɡаɪɹда 𝑞, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨгɨ ɩɪɹɦɨгɨ ɬɨɤа. 

□ Ввɟдɟɦ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨɫɶ 𝑧 ɤɨɬɨɪɨɣ ɧаɩɪавɢɦ 
вдɨɥɶ ɬɨɤа. Сɢɥɨвɵɟ ɥɢɧɢɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ ɩɪɟдɫɬавɥɹɸɬ ɫɨбɨɸ 
ɤɨɧɰɟɧɬɪɢɱɟɫɤɢɟ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɢ, ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧа ɬɨɤɭ. 
Пɨɷɬɨɦɭ вɟɤɬɨɪ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ 𝓗 бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ 
ɟдɢɧɫɬвɟɧɧɭɸ ɨɬɥɢɱɧɭɸ ɨɬ ɧɭɥɹ ɫɨɫɬавɥɹɸɳɭɸ ℋఝ. Дɥɹ ɟɟ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ 
вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɡаɤɨɧɨɦ ɩɨɥɧɨгɨ ɬɨɤа. В ɤаɱɟɫɬвɟ ɡаɦɤɧɭɬɨɣ ɤɪɢвɨɣ 𝐿 (ɤɨɧɬɭɪа 
ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɹ) вɵбɟɪɟɦ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ ɪадɢɭɫа 𝜌, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɭɸ ɤ ɬɨɤɭ ɢ 
ɢɦɟɸɳɭɸ ɰɟɧɬɪ ɧа ɨɫɢ ɬɨɤа. Тɨгда 

ර ℋఝ𝑑𝑙
𝐿

ൌ 2S𝜌ℋఝ ൌ
4S
𝑐 𝐼,                                        ሺ7.8ሻ  

гдɟ 𝐼 � ɫɢɥа ɬɨɤа. Иɡ (7.8) ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 

ℋఝ ൌ
2𝐼
𝑐𝜌  . 

В ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ (ɫɦ. ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɟ 2)  

rot𝑨 ൌ
1
𝜌 ተ
ተ

𝒆ఘ 𝜌𝒆ఝ 𝒆௭
𝜕
𝜕𝜌

𝜕
𝜕𝜑

𝜕
𝜕𝑧

𝐴ఘ 𝜌𝐴ఝ 𝐴௭

ተተ, 
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а ɪавɟɧɫɬвɨ 𝓗 ൌ rot𝑨 ɢɦɟɟɬ вɢд:  

{
  
 

  
 
1
𝜌 
ሺ𝜕𝐴௭ሻ
𝜕𝜑 െ

𝜕𝐴ఝ
𝜕𝑧 ൌ 0,

𝜕𝐴ఘ
𝜕𝑧  െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝜌 ൌ

2𝐼
𝑐𝜌 ,

1
𝜌 ሺ

𝜕൫𝜌𝐴ఝ൯
𝜕𝜌 െ

𝜕𝐴ఘ
𝜕𝜑 ሻ ൌ 0.

                                        ሺ7.9ሻ 

Пɨɥɨɠɢɦ 𝐴ఘ ൌ 0, 𝐴ఝ ൌ 0. Тɨгда ɢɡ вɬɨɪɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (7.9) ɢɦɟɟɦ 

𝐴௭ ൌ െ
2𝐼
𝑐 ln

𝜌
𝜌0
, 𝜌0 ൌ const. 

Пɪɹɦɨɣ ɩɨдɫɬаɧɨвɤɨɣ ɥɟгɤɨ ɭбɟдɢɬɶɫɹ, ɱɬɨ ɩɪɢ ɫдɟɥаɧɧɨɦ вɵбɨɪɟ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥа вɫɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (7.9) ɨбɪаɳаɸɬɫɹ в ɬɨɠдɟɫɬва.  

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɟ ɩɨɥɟ ɨɬɫɭɬɫɬвɭɟɬ, 
ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ I ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ ɪавɧɵɦ ɧɭɥɸ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 3.4). Пɪɢ 
ɷɬɨɦ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨, 𝒓ሶ ሻ ൌ

𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ

2𝑞𝐼
𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
𝑧ሶ.               ሺ7.10ሻ 

Иɡ (7.10) вɢдɧɨ, ɱɬɨ 𝜑 ɢ 𝑧 � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, а 𝜕𝐿 𝜕𝑡ൗ ൌ 0. Эɬɨ 
ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 

𝑝ఝ ൌ 𝑀௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ  ൌ  𝑚𝜌

2𝜑ሶ  ,                                               ሺ7.11ሻ 

𝑝௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ െ

2𝑞𝐼
𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
,                                            ሺ7.12ሻ 

ɢ ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ.                                              ሺ7.13ሻ 

Иɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ (7.11)-(7.13) ɩɨɡвɨɥɹɸɬ ɧаɣɬɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ. Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨ, вɵɪаɠаɹ 𝜑ሶ  ɢ 𝑧ሶ ɢɡ (7.11) ɢ (7.12) 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɩɪɟдɫɬавɢɦ ɷɧɟɪгɢɸ (7.13) в вɢдɟ 
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𝐸 ൌ
𝑚
2 ቆ𝜌ሶ

2 ൅
𝑀௭
2

𝑚2𝜌2 ൅ ൬
𝑝௭
𝑚 ൅

2𝑞𝐼
𝑚𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
൰
2

ቇ,  

ɨɬɤɭда  

𝜌ሶ ൌ േඨ
2
𝑚
ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ.                                             ሺ7.14ሻ 

Здɟɫɶ 

𝑈𝑒𝑓𝑓ሺ𝜌ሻ ൌ
𝑀௭
2

2𝑚𝜌2 ൅
1
2 ൬𝑝௭ ൅

2𝑞𝐼
𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
൰
2

, 

а ɡɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 𝜌ሶ ൐ 0 (𝜌ሶ ൏ 0). Раɡдɟɥɟɧɢɟ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ в (7.14) ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɪавɟɧɫɬвɭ 

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝜌

േට2𝑚 ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ
,                                  ሺ7.15ሻ 

ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɤɨɬɨɪɨɟ, ɢɦɟɟɦ (ɩɨɥагаɟɦ, ɱɬɨ 𝜌ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝜌0): 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜌

േට2𝑚 ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ

ఘ

ఘబ

.                            ሺ7.16ሻ 

Иɡ вɵɪаɠɟɧɢɣ (7.11) ɢ (7.12), ɭɱɢɬɵваɹ (7.15), ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ  

𝑑𝜑 ൌ
𝑀௭

𝑚𝜌2 𝑑𝑡 ൌ േ
𝑀௭𝑑𝜌

𝜌2ඥ2𝑚ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ
, 

𝑑𝑧 ൌ ൬
𝑝௭
𝑚 ൅

2𝐼𝑞
𝑚𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
൰ 𝑑𝑡 ൌ േ൬𝑝௭ ൅

2𝐼𝑞
𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
൰

𝑑𝜌
ඥ2𝑚ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ

. 

Иɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɟ ɩɨɫɥɟдɧɢɯ двɭɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ даɟɬ: 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ േ න
𝑀௭𝑑𝜌

𝜌2ඥ2𝑚ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ

ఘ

ఘబ

,      𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.                ሺ7.17ሻ 
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𝑧 െ 𝑧0 ൌ േ න൬𝑝௭ ൅
2𝐼𝑞
𝑐2 ln

𝜌
𝜌0
൰

𝑑𝜌
ඥ2𝑚ሺ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻሻ

ఘ

ఘబ

, 𝑧0 ൌ 𝑧ሺ𝑡0ሻ.      ሺ7.18ሻ 

Иɧɬɟгɪаɥɵ (7.16)-(7.18) ɡадаɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Задаɱа 7.3 Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɫ вɟɤɬɨɪɧɵɦ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ  

𝑨 ൌ
P ൈ 𝒓
𝑟3 ,   P ൌ const, 

в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨɣ P. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ вɨɡɦɨɠɧɵɟ ɬɢɩɵ двɢɠɟɧɢɹ ɢ 
ɧаɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ.  

□ Вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨɫɶ 𝑧 ɤɨɬɨɪɨɣ 
ɧаɩɪавɢɦ вдɨɥɶ P, а ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 𝑧 ൌ 0 ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ.  

Вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ 

𝑨 ൌ
1
𝜌3 อ

𝒆ఘ 𝒆ఝ 𝒆௭
0 0 P
𝜌 0 0

อ ൌ
P
𝜌2 𝒆ఝ, 

а ɥагɪаɧɠɢаɧ (3.11) ɟɫɬɶ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2ሻ ൅

𝑞P
𝑐𝜌 𝜑ሶ .  

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ, а ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 – 
ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ, ɬɨ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

𝐸 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2ሻ,                                              ሺ7.19ሻ 

ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 

𝑝ఝ ൌ 𝑀௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝜌

2𝜑ሶ ൅
𝑞P
𝑐𝜌 .                                   ሺ7.20ሻ 

Иɡ (7.20) ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ  
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𝜑ሶ ൌ
ቀ𝑀௭ െ

𝑞P
𝑐𝜌ቁ

𝑚𝜌2  .                                               ሺ7.21ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ (7.21) в (7.19), ɢɦɟɟɦ: 

𝐸 ൌ
𝑚
2 𝜌ሶ

2 ൅ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ,                                           ሺ7.22ሻ 

гдɟ  

𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ ൌ
ቀ𝑀௭ െ

𝑞P
𝑐𝜌ቁ

2

2𝑚𝜌2  .                                      ሺ7.23ሻ 

С ɰɟɥɶɸ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ вɨɡɦɨɠɧɵɯ ɬɢɩɨв двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ 
ɩɪɨаɧаɥɢɡɢɪɭɟɦ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ. Оɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɢ 𝜌 → ∞, ɷɮɮɟɤɬɢвɧаɹ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝑈e୤୤ → 0, а ɩɪɢ 𝜌 → 0, 𝑈e୤୤ → ∞. Пɪɢɪавɧɢваɹ 
ɩɪɨɢɡвɨдɧɭɸ 𝑑𝑈e୤୤ 𝑑𝜌⁄    ɤ ɧɭɥɸ, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

൬
𝑀௭𝑐
𝑞P 𝜌 െ 1൰൬

𝑀௭𝑐
2𝑞P 𝜌 െ 1൰ ൌ 0.                                ሺ7.24ሻ 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɢ 𝑀௭ 𝑞⁄ ൑ 0 ɭɪавɧɟɧɢɟ (7.24) ɧɟ ɢɦɟɟɬ ɪɟɲɟɧɢɣ, а 
ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɮɭɧɤɰɢɹ (7.23) ɧɟ ɢɦɟɟɬ ɥɨɤаɥɶɧɵɯ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɨв. Сɯɟɦаɬɢɱɧɨ 
гɪаɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ дɥɹ даɧɧɨгɨ ɫɥɭɱаɹ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧ ɧа ɪɢɫ. 7.1 (а). В ɷɬɨɦ 
ɫɥɭɱаɟ ɩɪɢ ɥɸбɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 𝐸 ɱаɫɬɢɰа ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɢɧɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ.  

В ɩɪɨɬɢвɧɨɦ ɫɥɭɱаɟ, 𝑀௭ 𝑞⁄ ൐ 0, ɪɟɲɟɧɢɹɦɢ (7.24) бɭдɭɬ: 

𝜌ሺ1ሻ ൌ
𝑞P
𝑀௭𝑐

, 𝜌ሺ2ሻ ൌ
2𝑞P
𝑀௭𝑐

. 

Зɧаɱɟɧɢɟ 𝜌ሺ1ሻ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦɭ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ, а ɡɧаɱɟɧɢɟ 𝜌ሺ2ሻ – ɟɟ 
ɥɨɤаɥɶɧɨɦɭ ɦаɤɫɢɦɭɦɭ. Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝜌ሺ2ሻ в (7.23), ɧаɣдɟɦ ɡɧаɱɟɧɢɟ ɥɨɤаɥɶɧɨгɨ 
ɦаɤɫɢɦɭɦа ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ: 

𝑈e୤୤୫ax ൌ
𝑐2𝑀௭

4

32𝑚𝑞2P2. 

Гɪаɮɢɤ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ дɥɹ  𝑀௭ 𝑞⁄ ൐ 0 ɩɪɢвɟдɟɧ ɧа 7.1 (б). Вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɢ 𝐸 ൐
𝑈e୤୤୫ax двɢɠɟɧɢɟ ɢɧɮɢɧɢɬɧɨ, а ɩɪɢ 𝐸 ൑ 𝑈e୤୤୫ax двɢɠɟɧɢɟ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɤаɤ 
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ɢɧɮɢɧɢɬɧɵɦ (в ɨбɥаɫɬɢ 𝜌 ൐ 𝜌3 дɥɹ ɷɧɟɪгɢɢ 𝐸2 ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ), ɬаɤ ɢ ɮɢɧɢɬɧɵɦ 
(𝜌1 ൏ 𝜌 ൏ 𝜌2 дɥɹ ɷɧɟɪгɢɢ 𝐸2 ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ).   

Рɢɫ. 7.1

E

Ueff

U 00

а б

Ueff

maxUeff

E1

U

E2

U
1

U
2

U
3U(1) U(2)

 

Иɡ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ (7.22) ɫɥɟдɭɟɬ: 

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝜌

േට2𝑚 ൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ൯
 ,                                   ሺ7.25ሻ 

ɨɬɤɭда  

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜌

േට2𝑚 ൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ൯

ఘ

ఘబ

, 𝜌0 ൌ 𝜌ሺ𝑡0ሻ.                 ሺ7.26ሻ 

Зɧаɤ “+” (“െ”) в ɮɨɪɦɭɥаɯ (7.25) ɢ (7.26) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 
𝜌ሶ ൐ 0 (𝜌ሶ ൏ 0). 

Уɱɢɬɵваɹ (7.25), ɢɡ (7.21) ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑑𝜑 ൌ
ቀ𝑀௭ െ

𝑞P
𝑐𝜌ቁ

𝑚𝜌2 𝑑𝑡 ൌ
ቀ𝑀௭ െ

𝑞P
𝑐𝜌ቁ𝑑𝜌

േ𝜌2ට2𝑚൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ൯
. 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ, ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 
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𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
ቀ𝑀௭ െ

𝑞P
𝑐𝜌ቁ 𝑑𝜌

േ𝜌2ට2𝑚൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝜌ሻ൯

ఘ

ఘబ

, 𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.                ሺ7.27ሻ 

Вɵɪаɠɟɧɢɹ (7.26) ɢ (7.27) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Задаɱа 7.4. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨгɨ ɰɢɥɢɧдɪа в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. Радɢɭɫ ɰɢɥɢɧдɪа 
ɭвɟɥɢɱɢваɟɬɫɹ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.   

□ Уɱɢɬɵваɹ ɫɢɦɦɟɬɪɢɸ ɡадаɱɢ, ввɟдɟɦ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɨɫɶɸ 𝑧, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ ввɟɪɯ ɩɨ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪа. Наɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɩɨɦɟɫɬɢɦ в ɰɟɧɬɪ ɧɢɠɧɟгɨ ɨɫɧɨваɧɢɹ ɰɢɥɢɧдɪа, ɢ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ бɭдɟɦ ɨɬɫɱɢɬɵваɬɶ ɨɬ ɷɬɨгɨ ɨɫɧɨваɧɢɹ. 

Пɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶ ɰɢɥɢɧдɪа ɭвɟɥɢɱɢваɟɬɫɹ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɨбɨɡɧаɱɢɦ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 𝜌ሶ0. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɨбɨбɳɟɧɧаɹ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶ  

𝜌ሶ ൌ 𝜌ሶ0. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝜌 ൌ 𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅,                                                  ሺ7.28ሻ 

гдɟ 𝑅 – ɩɨɫɬɨɹɧɧаɹ, ɪавɧаɹ ɪадɢɭɫɭ ɰɢɥɢɧдɪа в ɧаɱаɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ. 
Уɫɥɨвɢɟ (7.28) ɟɫɬɶ ɧɟ ɱɬɨ ɢɧɨɟ, ɤаɤ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫвɹɡɢ (гɨɥɨɧɨɦɧɨɣ ɢ 
ɢдɟаɥɶɧɨɣ) дɥɹ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ  

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝜌ሶ0

2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2൯ െ 𝑚𝑔𝑧, 

ɢɥɢ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ (7.28), 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝜌ሶ0

2 ൅ ሺ𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅ሻ2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2൯ െ 𝑚𝑔𝑧.                    ሺ7.29ሻ 

Лагɪаɧɠɢаɧ (7.29) ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ (ɷɬɨ ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɷɧɟɪгɢɹ ɧɟ 
ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ), а ɟдɢɧɫɬвɟɧɧɨɣ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɨɣ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɭгɨɥ 𝜑.  
Сɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, ɦɨɠɧɨ ɧаɣɬɢ ɨдɢɧ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ – ɡаɤɨɧ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ 
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ɨбɨбɳɟɧɧɨгɨ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑝ఝ, ɫɨвɩадаɸɳɟгɨ ɫ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа 
ɱаɫɬɢɰɵ 𝑀௭ ɧа ɨɫɶ 𝑧: 

𝑀௭ ൌ 𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚

ሺ𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅ሻ2𝜑ሶ .                                  ሺ7.30ሻ 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ (7.30), ɧаɯɨдɢɦ (ɫɱɢɬаɹ, ɱɬɨ в ɧаɱаɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡0 ൌ 0, 
ɭгɨɥ 𝜑 ൌ 𝜑0): 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ
𝑀௭𝑡

𝑚𝑅ሺ𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅ሻ
.                                         ሺ7.31ሻ 

Пɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝑧 ɧɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ, ɩɨɷɬɨɦɭ дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа 
двɢɠɟɧɢɹ ɩɨ ɨɫɢ 𝑧 вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ Лагɪаɧɠа 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ െ

𝜕𝐿
𝜕𝑧 ൌ 0. 

Иɦɟɟɦ 

𝑧ሷ ൌ െ𝑔, 

ɨɬɤɭда 

𝑧 ൌ െ
𝑔𝑡2

2 ൅ 𝑧ሶ0𝑡 ൅ 𝑧0,                                        ሺ7.32ሻ 

гдɟ 𝑧ሶ0 ɢ 𝑧0 – ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ. 

Вɵɪаɠɟɧɢɹ (7.28), (7.31) ɢ (7.32) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  
■ 

Задаɱа 7.5. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2D  (ɪɢɫ. 1.5)  в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ ɨɫɢ 
ɤɨɧɭɫа. В вɟɪɲɢɧɟ ɤɨɧɭɫа ɡаɤɪɟɩɥɟɧ ɡаɪɹд 𝑄. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ. 

□ Ввɟдɟɦ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɭɸ  ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ c ɧаɱаɥɨɦ ɨɬɫɱɟɬа в вɟɪɲɢɧɟ 
ɤɨɧɭɫа ɢ ɩɨɥɹɪɧɨɣ ɨɫɶɸ, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ вɟɤɬɨɪа ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔. Пɪɢ 
ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫвɹɡɢ ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ 𝜃 ൌ 𝛼, а ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 
бɭдɭɬ r ɢ φ. Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɪавɧа 
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𝑇 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝛼 𝜑ሶ 2ሻ. 

Сɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ (ɫɦ. ɡадаɱɢ 3.5 ɢ 3.7)  

I ൌ
𝑄
𝑟 െ 𝓔 ∙ 𝒓 ൌ

𝑄
𝑟 െ ℰ𝑟 cos𝛼.  

Тɨгда ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑞I ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2 sin2 𝛼 𝜑ሶ 2ሻ െ

𝑞𝑄
𝑟 ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos𝛼.             ሺ7.33ሻ 

Кɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 ɹвɥɹɟɬɫɹ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ ɩɨ 
ɷɬɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɟ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ: 

𝑀௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑟

2 sin2 𝛼 𝜑ሶ ,  

ɨɬɤɭда 

𝜑ሶ ൌ
𝑀௭

𝑚𝑟2 sin2 𝛼 .                                            ሺ7.34ሻ 

Таɤɠɟ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ вɪɟɦɹ ɧɟ вɯɨдɢɬ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ в ɥагɪаɧɠɢаɧ, 
ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɫ ɭɱɟɬɨɦ (7.34) ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ 
в вɢдɟ  

𝐸 ൌ
𝑚
2 𝑟ሶ

2 ൅
𝑀௭
2

2𝑚𝑟2 sin2 𝛼 ൅
𝑞𝑄
𝑟 െ 𝑞ℰ𝑟 cos 𝛼. 

Оɬɫɸда 

𝑟ሶ ൌ
𝑑𝑟
𝑑𝑡 ൌ േ

ඨ
2
𝑚ቆ𝐸 െ

𝑀௭
2

2𝑚𝑟2 sin2 𝛼 െ
𝑞𝑄
𝑟 ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos𝛼ቇ, 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ,  

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑟

േට2𝑚൬𝐸 െ
𝑀௭
2

2𝑚𝑟2 sin2 𝛼 െ
𝑞𝑄
𝑟 ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos𝛼൰

,               ሺ7.35ሻ 

гдɟ ɡɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, ɧа ɤɨɬɨɪɵɯ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝑟ሶ ൏ 0). 
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Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɩɨɫɥɟдɧɟɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ, ɧаɣдɟɦ 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േට2𝑚൬𝐸 െ
𝑀௭
2

2𝑚𝑟2 sin2 𝛼 െ
𝑞𝑄
𝑟 ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos𝛼൰

𝑟

𝑟బ

,  𝑟0 ൌ 𝑟ሺ𝑡0ሻ.   ሺ7.36ሻ 

Сɨгɥаɫɧɨ (7.34), 

𝑑𝜑 ൌ
𝑀௭

𝑚𝑟2 sin2 𝛼 𝑑𝑡. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɫɸда 𝑑𝑡 ɢɡ (7.35) ɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ, ɢɦɟɟɦ (ɫɱɢɬаɟɦ 𝜑ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝜑0ሻ: 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
𝑀௭ 𝑑𝑟

േ𝑟2 sin2 𝛼 ට2𝑚൬𝐸 െ 𝑀௭
2

2𝑚𝑟2 sin2 𝛼 െ
𝑞𝑄
𝑟 ൅ 𝑞ℰ𝑟 cos 𝛼൰

𝑟

𝑟బ

.    ሺ7.37ሻ 

Завɢɫɢɦɨɫɬɢ (7.36) ɢ (7.37) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɤвадɪаɬɭɪаɯ. ■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

7.6. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2D; ɨɫɶ ɤɨɧɭɫа ɧаɩɪавɥɟɧа 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ (ɪɢɫ. 1.5). Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

7.7. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɫɨвɟɪɲаɸɳɟɣ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɩɨ 
ɡаɤɨɧɭ 𝐴sinሺ𝜔𝑡ሻ, гдɟ 𝐴 ɢ 𝜔 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. 

7.8. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɪɹɦɨɣ 
ɫɩɢɰɟ, ɫɨɫɬавɥɹɸɳɟɣ ɭгɨɥ 𝛼 ɫ вɟɪɬɢɤаɥɶɸ ɢ вɪаɳаɸɳɟɣɫɹ вɨɤɪɭг 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨɣ ɨɫɢ ɫ ɱаɫɬɨɬɨɣ 𝜔. Сɢɫɬɟɦа ɧаɯɨдɢɬɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ ɩɨ 
вɟɪɬɢɤаɥɢ. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

7.9. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  



101 

 

7.10. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɫɮɟɪɵ ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ 
ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

7.11. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа 2D  (ɪɢɫ. 1.5) в ɧаɩɪавɥɟɧɧɵɯ 
вдɨɥɶ  ɨɫɢ ɤɨɧɭɫа ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɯ ɢ ɨдɧɨɪɨдɧɵɯ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɢ ɦагɧɢɬɧɨɦ 
ɩɨɥɹɯ ɫ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɹɦɢ 𝓔 ɢ 𝓗 ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ. 

7.12. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨгɨ ɰɢɥɢɧдɪа в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɢ 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ ɨɫɢ 
ɰɢɥɢɧдɪа. Радɢɭɫ ɰɢɥɢɧдɪа ɭвɟɥɢɱɢваɟɬɫɹ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝜌ሶ0. 
Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟕. 𝟔.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േට2𝑚 ൫𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ൯

𝑟

𝑟బ

, 𝑟0 ൌ 𝑟ሺ𝑡0ሻ; 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ
𝑀௭

√2𝑚sin2D
න

𝑑𝑟
േ𝑟2ඥ𝐸 െ 𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ

𝑟

𝑟బ

, 𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ;     

𝑈𝑒𝑓𝑓ሺ𝑟ሻ ൌ
𝑀௭
2

2𝑚𝑟2sin2D൅𝑚𝑔𝑟cosD,     𝑀௭ ൌ const,    𝐸 ൌ const. 

𝟕. 𝟕.  𝑥 ൌ
𝑝𝑥
𝑚
𝑡 ൅ 𝑥𝑜,   𝑦 ൌ

𝑝𝑦
𝑚
𝑡 ൅ 𝑦𝑜,   𝑧 ൌ 𝐴sinሺ𝜔𝑡ሻ;    𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑥𝑜, 𝑦𝑜 ൌ const 

𝟕. 𝟖.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േට2𝑚൬𝐸 ൅
𝑚𝑟2𝜔2sin2D

2 ൅ 𝑞ℰ𝑟cosD൰

𝑟

𝑟బ

,  𝑟0 ൌ 𝑟ሺ𝑡0ሻ,  𝐸 ൌ const.  

𝟕. 𝟗.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜃

േට 2𝐸
𝑚𝑅2 െ sin

2𝜃 ቀ 𝑀௭
𝑚𝑅2sin2𝜃 െ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ

2

ఏ

ఏబ

,   𝜃0 ൌ 𝜃ሺ𝑡0ሻ;   
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𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
ቀ 𝑀௭
𝑚𝑅2sin2𝜃 െ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ𝑑𝜃

േට 2𝐸
𝑚𝑅2 െ sin

2𝜃 ቀ 𝑀௭
𝑚𝑅2sin2𝜃 െ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ

2

ఏ

ఏబ

,   𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ; 

𝐸 ൌ const,  𝑀௭ ൌ const.   

𝟕. 𝟏𝟎.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜃

േට 2
𝑚𝑅2 ൬𝐸 െ

𝑀௭
2

2𝑚𝑅2sin2𝜃 ൅ 𝑞ℰ𝑅cos𝜃൰

ఏ

ఏబ

,   𝜃0 ൌ 𝜃ሺ𝑡0ሻ;   

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
𝑀௭𝑑𝜃

േsin2𝜃ට2𝑚𝑅2 ൬𝐸 െ 𝑀௭
2

2𝑚𝑅2sin2𝜃 ൅ 𝑞ℰ𝑅cos𝜃൰

ఏ

ఏబ

,   𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ; 

𝐸 ൌ const,  𝑀௭ ൌ const.   

𝟕. 𝟏𝟏.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േඨ2𝑚ቆ𝐸 െ
𝑚𝑟2sin2D

2 ቀ 𝑀௭
𝑚𝑟2sin2Dെ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ

2
൅ 𝑞ℰ𝑅cosDቇ

𝑟

𝑟బ

,     

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
ቀ 𝑀௭
𝑚𝑟2sin2Dെ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ𝑑𝑟

േඨ2𝑚ቆ𝐸 െ
𝑚𝑟2sin2D

2 ቀ 𝑀௭
𝑚𝑟2sin2Dെ

𝑞ℋ
2𝑚𝑐ቁ

2
൅ 𝑞ℰ𝑅cosDቇ

𝑟

𝑟బ

,    

𝑟0 ൌ 𝑟ሺ𝑡0ሻ,   𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ,    𝐸 ൌ const,  𝑀௭ ൌ const. 

𝟕. 𝟏𝟐.   𝜌 ൌ 𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅;   𝜑 െ 𝜑0 ൌ
𝑀௭𝑡

𝑚𝑅ሺ𝜌ሶ0𝑡 ൅ 𝑅ሻ
െ
𝑞ℋ
2𝑚𝑐 𝑡,   𝜑0 ൌ 𝜑

ሺ𝑡 ൌ 0ሻ; 

𝑧 ൌ െ
𝑔𝑡2

2 ൅ 𝑧ሶ0𝑡 ൅ 𝑧0;  𝑀௭, 𝑅, 𝑧ሶ0, 𝑧0 ൌ const. 
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§ 8. Раɫɫеɹɧɢе ɱаɫɬɢɰ 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɨдɧɨɪɨдɧɵɣ ɩɨɬɨɤ ɨдɢɧаɤɨвɵɯ ɱаɫɬɢɰ, ɧаɥɟɬаɸɳɢɯ ɧа 

ɧɟɩɨдвɢɠɧɵɣ ɫɢɥɨвɨɣ ɰɟɧɬɪ ɢɡ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ, гдɟ вɫɟ ɨɧɢ ɢɦɟɸɬ ɨдɢɧаɤɨвɭɸ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶ 𝑣∞. Еɫɥɢ ɩɨɫɥɟ ɩɪɨɯɨɠдɟɧɢɹ 
ɫɢɥɨвɨгɨ ɰɟɧɬɪа ɱаɫɬɢɰɵ ɨɬɤɥɨɧɹɸɬɫɹ 
ɨɬ ɫвɨɟгɨ ɩɟɪвɨɧаɱаɥɶɧɨгɨ ɧаɩɪавɥɟɧɢɹ 
ɢ ɫɧɨва ɭɯɨдɹɬ ɧа бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɶ, ɬɨ 
ɬаɤɨɣ ɩɪɨɰɟɫɫ ɧаɡɵваɸɬ рассеɹнием 
ɱастиɰ. На ɪɢɫ. 8.1 ɫɯɟɦаɬɢɱɧɨ 
ɢɡɨбɪаɠɟɧа ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɨдɧɨɣ 
ɢɡ ɱаɫɬɢɰ ɩɨɬɨɤа. 

Пɭɫɬɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
вɡаɢɦɨдɟɣɫɬвɢɹ ɱаɫɬɢɰ ɫ ɩɨɥɟɦ ɡавɢɫɢɬ 

ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 𝑟 дɨ ɫɢɥɨвɨгɨ ɰɟɧɬɪа (ɬɨɱɤɢ О ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ), ɬ.ɟ. 𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑟ሻ. 
Угɨɥ ɦɟɠдɭ аɫɢɦɩɬɨɬаɦɢ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ  ɧаɡɵваɟɬɫɹ углом рассеɹниɹ (ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 
ɭгɨɥ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɨбɨɡɧаɱɟɧ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ F). Еɫɥɢ бɵ ɱаɫɬɢɰа ɧɟ 
вɡаɢɦɨдɟɣɫɬвɨваɥа ɫ ɫɢɥɨвɵɦ ɰɟɧɬɪɨɦ, ɬɨ ɨɧа ɩɪɨɲɥа бɵ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝜌 ɨɬ 
ɧɟгɨ. Раɫɫɬɨɹɧɢɟ 𝜌 ɧаɡɵваɸɬ приɰелɶнɵм параметром. Тɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧа ɩɨ ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ ɤ ɩɪɹɦɨɣ, ɩɪɨвɟдɟɧɧɨɣ в 
бɥɢɠаɣɲɭɸ ɤ ɫɢɥɨвɨɦɭ ɰɟɧɬɪɭ ɬɨɱɤɭ ɨɪбɢɬɵ (ɨɬɪɟɡɨɤ 𝑂𝐴 ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ). 
Пɨɷɬɨɦɭ ɨбɟ аɫɢɦɩɬɨɬɵ ɩɟɪɟɫɟɤаɸɬ ɭɤаɡаɧɧɭɸ ɩɪɹɦɭɸ ɩɨд ɨдɢɧаɤɨвɵɦɢ 
ɭгɥаɦɢ. Обɨɡɧаɱɢɦ ɷɬɢ ɭгɥɵ ɱɟɪɟɡ 𝜑෤ . Угɨɥ 𝜑෤  ɫвɹɡаɧ ɫ ɰɟɧɬɪаɥɶɧɵɦ ɭгɥɨɦ 
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ  

F ൌ |𝜋 െ 2𝜑෤|.                                                ሺ8.1ሻ 

Пɨɦɟɫɬɢɦ ɧаɱаɥɨ 𝑂 ɩɨɥɹɪɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ в ɫɢɥɨвɨɦ ɰɟɧɬɪɟ. 
Бɭдɟɦ ɨɬɫɱɢɬɵваɬɶ ɭгɨɥ 𝜑 ɨɬ ɪадɢɭɫа-вɟɤɬɨɪа 𝒓୫in ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ . Пɨɥɹɪɧɵɣ ɭгɨɥ 𝜑 
бɭдɟɬ ɨɩɪɟдɟɥɹɬɶɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (6.6). Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɱаɫɬɢɰа ɭɯɨдɢɬ ɧа 
бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɶ, ɬɨ дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ 𝜑෤  вɟɪɯɧɢɣ ɩɪɟдɟɥ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɹ в (6.6) 
ɫɥɟдɭɟɬ ɩɨɥɨɠɢɬɶ ɪавɧɵɦ ∞. Ввɢдɭ ɬɨгɨ, ɱɬɨ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ɢ ɦɨɦɟɧɬ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑀 
ɱаɫɬɢɰɵ ɫɨɯɪаɧɹɸɬɫɹ, ɢɯ ɡɧаɱɟɧɢɹ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ вɵɪаɠɟɧɵ ɱɟɪɟɡ ɧаɱаɥɶɧɭɸ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɱаɫɬɢɰɵ 𝑣∞ ɢ ɩɪɢɰɟɥɶɧɵɣ ɩаɪаɦɟɬɪ:  

𝐸 ൌ
𝑚𝑣∞2

2  и 𝑀 ൌ 𝑚𝑣∞U.  

O

mF

A

U

Рɢɫ. 8.1

M~

M~
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Тɨгда ɢɡ ɮɨɪɦɭɥɵ (6.6) ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝜑෤ ൌ න
𝜌 𝑟2⁄  𝑑𝑟

ඨ1 െ 𝜌
2

𝑟2 െ
2𝑈
𝑚𝑣∞2

∞

𝑟ౣ౟౤

.                                        ሺ8.2ሻ 

Фɨɪɦɭɥа (6.7) дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɦɢɧɢɦаɥɶɧɨгɨ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ ɦɟɠдɭ 
ɱаɫɬɢɰɟɣ ɢ ɫɢɥɨвɵɦ ɰɟɧɬɪɨɦ в ɧɨвɵɯ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɹɯ ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ 

1 െ
𝜌2

𝑟୫in2
െ
2𝑈
𝑚𝑣∞2

ൌ 0.                                          ሺ8.3ሻ 

В ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɯ, ɤаɤ ɩɪавɢɥɨ, ɩɪɢɯɨдɢɬɫɹ ɢɦɟɬɶ дɟɥɨ ɫ 
ɪаɫɫɟɹɧɢɟɦ ɰɟɥɨгɨ ɩɭɱɤа ɨдɢɧаɤɨвɵɯ ɱаɫɬɢɰ, ɩадаɸɳɢɯ ɧа ɫɢɥɨвɨɣ ɰɟɧɬɪ ɫ 
ɨдɢɧаɤɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝑣∞. Эɬɨɬ ɩɭɱɨɤ ɦɨɠɧɨ ɨɯаɪаɤɬɟɪɢɡɨваɬɶ плотностɶɸ 
потока ɱаɫɬɢɰ 𝑛, ɩɨд ɤɨɬɨɪɨɣ ɩɨдɪаɡɭɦɟваɟɬɫɹ ɱɢɫɥɨ ɱаɫɬɢɰ, ɩɪɨɥɟɬаɸɳɢɯ ɡа 
ɫɟɤɭɧдɭ ɱɟɪɟɡ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɭɸ ɤ ɩɭɱɤɭ ɟдɢɧɢɱɧɭɸ ɩɥɨɳадɤɭ.  

Чаɫɬɢɰɵ ɩɭɱɤа ɪаɫɫɟɢваɸɬɫɹ ɧа ɪаɡɧɵɟ ɭгɥɵ F в ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɬɨгɨ, ɫ 
ɤаɤɢɦ ɩɪɢɰɟɥɶɧɵɦ ɩаɪаɦɟɬɪɨɦ ɨɧɢ ɥɟɬɹɬ. Бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɫвɹɡɶ ɦɟɠдɭ 𝜌 ɢ 
F ɹвɥɹɟɬɫɹ вɡаɢɦɧɨ ɨдɧɨɡɧаɱɧɨɣ. Тɨгда ɱаɫɬɢɰɵ, ɩɪɢɰɟɥɶɧɵɣ ɩаɪаɦɟɬɪ 
ɤɨɬɨɪɵɯ ɥɟɠɢɬ в ɩɪɟдɟɥаɯ ሾ𝜌, 𝜌 ൅ 𝑑𝜌ሿ, ɪаɫɫɟɢваɸɬɫɹ в ɢɧɬɟɪваɥ ɭгɥɨв 
ሾF, F൅ 𝑑Fሿ. В ɫɥɭɱаɟ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɩɨ ɫɟɱɟɧɢɸ ɩɭɱɤа ɩɨɬɨɤ ɱаɫɬɢɰ, 
ɩɪɢɰɟɥɶɧɵɣ ɩаɪаɦɟɬɪ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɨɩадаɟɬ в ɢɧɬɟɪваɥ ሾ𝜌, 𝜌 ൅ 𝑑𝜌ሿ, ɪавɟɧ 𝑑𝑁 ൌ
2𝜋𝑛𝜌d𝜌.  

Оɫɧɨвɧɨɣ ɯаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɤɨɣ ɩɪɨɰɟɫɫа ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɹвɥɹɟɬɫɹ 
диɮɮеренɰиалɶное ɷɮɮективное сеɱение рассеɹниɹ, 𝑑V, ɤɨɬɨɪɨɟ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ 
ɤаɤ ɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɱɢɫɥа ɱаɫɬɢɰ, ɪаɫɫɟɹɧɧɵɯ в ɢɧɬɟɪваɥ ɭгɥɨв ሾF, F൅ 𝑑Fሿ в 
ɟдɢɧɢɰɭ вɪɟɦɟɧɢ ɤ ɩɥɨɬɧɨɫɬɢ ɩɨɬɨɤа ɧаɥɟɬаɸɳɢɯ ɱаɫɬɢɰ, ɬ.ɟ. 

𝑑V ൌ
d𝑁
𝑛 ൌ 2𝜋𝜌𝑑𝜌. 

Оɬɫɸда, ɩɟɪɟɯɨдɹ ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝜌 ɤ F, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝑑V ൌ 2𝜋𝜌ሺFሻ ቤ
dρሺFሻ
dF ቤ 𝑑F.                                       ሺ8.4ሻ 
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Здɟɫɶ ɩɪɨɢɡвɨдɧаɹ d𝜌ሺFሻ dF⁄  вɡɹɬа ɩɨ ɦɨдɭɥɸ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ, ɤаɤ ɩɪавɢɥɨ, 
d𝜌ሺFሻ dF⁄ ൏ 0 (ɤаɤ ɩɪавɢɥɨ, ɱɟɦ ɦɟɧɶɲɟ 𝜌, ɬɟɦ бɨɥɶɲɟ ɭгɨɥ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ F). 
Чаɫɬɨ dV ɨɬɧɨɫɹɬ ɧɟ ɤ ɷɥɟɦɟɧɬɭ ɩɥɨɫɤɨгɨ ɭгɥа dF, а ɤ ɷɥɟɦɟɧɬɭ ɬɟɥɟɫɧɨгɨ ɭгɥа 
d:. Тɟɥɟɫɧɵɣ ɭгɨɥ ɦɟɠдɭ ɤɨɧɭɫаɦɢ ɫ ɭгɥаɦɢ ɪаɫɬвɨɪа F ɢ F൅ dF ɟɫɬɶ d: ൌ
2𝜋sinFdF. Уɱɢɬɵваɹ ɷɬɨ, ɢɡ (8.4) ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑑V ൌ
𝜌ሺFሻ
sinF ቤ

𝑑𝜌ሺFሻ
𝑑F ቤ 𝑑:.                                           ሺ8.5ሻ 

Полное сеɱение рассеɹниɹ, V, ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɥɢбɨ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɟɦ 
(8.4) ɩɨ ɭгɥɭ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ F в ɩɪɟдɟɥаɯ ɨɬ 0 дɨ 𝜋, ɥɢбɨ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɟɦ ሺ8.5ሻ ɩɨ 
вɫɟɦɭ ɬɟɥɟɫɧɨɦɭ ɭгɥɭ.  

Задаɱа 8.1. Наɣдɢɬɟ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɢ ɩɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɹ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰ ɨɬ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ абɫɨɥɸɬɧɨ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɲаɪа ɪадɢɭɫа 𝑅. 

□ Пɨɫɤɨɥɶɤɭ в даɧɧɨɦ ɫɥɭɱаɟ 
ɭгɨɥ ɩадɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰ ɪавɟɧ ɭгɥɭ 
ɨɬɪаɠɟɧɢɹ, ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɤаɠдɨɣ 
ɱаɫɬɢɰɵ бɭдɟɬ ɫɨɫɬɨɹɬɶ ɢɡ двɭɯ 
ɩɪɹɦɵɯ, ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɧɵɯ 
ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ 
ɪадɢɭɫа, ɩɪɨвɟдɟɧɧɨгɨ в ɬɨɱɤɭ 
ɫɬɨɥɤɧɨвɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɲаɪɨɦ. 
Сɯɟɦаɬɢɱɧɨ ɩɪɨɰɟɫɫ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ 

ɩɨɤаɡаɧ ɧа ɪɢɫ. 8.2. Иɡ ɪɢɫɭɧɤа вɢдɧɨ, ɱɬɨ 

𝜌 ൌ 𝑅sin𝜑෤. 

Пɨɥɶɡɭɹɫɶ ɪавɟɧɫɬвɨɦ (8.1), ɩɟɪɟɩɢɲɟɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ 𝜌 в вɢдɟ: 

𝜌 ൌ 𝑅sin
𝜋 െ F
2 ൌ 𝑅cos

F
2. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ в (8.5), ɧаɣдɟɦ: 

𝑑V ൌ
𝑅2

4 𝑑:. 

F

O

AR U

Рɢɫ. 8.2

M~

M~
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Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɩɨɥɧɨгɨ ɫɟɱɟɧɢɹ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɩɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɭɟɦ 𝑑V ɩɨ 
вɫɟɦɭ ɬɟɥɟɫɧɨɦɭ ɭгɥɭ 𝑑:, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

V ൌ න
𝑅2

4 𝑑: ൌ 𝜋𝑅2. 

Оɬɫɸда вɢдɟɧ гɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ ɫɦɵɫɥ ɧаɣдɟɧɧɨгɨ ɩɨɥɧɨгɨ ɫɟɱɟɧɢɹ 
ɪаɫɫɟɹɧɢɹ: дɥɹ ɬɨгɨ, ɱɬɨбɵ ɱаɫɬɢɰа ɦɨгɥа вɨɨбɳɟ ɪаɫɫɟɹɬɶɫɹ ɟɣ ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ 
ɩɨɩаɫɬɶ в ɩɥɨɳадɶ ɫɟɱɟɧɢɹ ɲаɪа ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ, ɩɪɨɯɨдɹɳɟɣ ɱɟɪɟɡ ɟгɨ ɰɟɧɬɪ ɢ 
ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɧɨɣ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Задаɱа 8.2. Наɣдɢɬɟ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɱаɫɬɢɰ в ɩɨɥɟ  

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ
D
𝑟2     

ሺD ൐ 0ሻ. 

□ Фɨɪɦɭɥа (8.2) в ɭɫɥɨвɢɹɯ даɧɧɨɣ ɡадаɱɢ ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд: 

𝜑෤ ൌ න
𝜌𝑑𝑟

𝑟ට𝑟2 െ ൬𝜌2 ൅ 2D
𝑚𝑣∞2

൰

∞

𝑟ౣ౟౤

.                                     ሺ8.6ሻ  

Вɵɱɢɫɥɢв ɢɧɬɟгɪаɥ (8.6), ɧаɣдɟɦ:  

𝜑෤ ൌ
𝜌

ට𝜌2 ൅ 2D
𝑚𝑣∞2

arcsin
ට𝜌2 ൅ 2D

𝑚𝑣∞2
𝑟୫in

.                              ሺ8.7ሻ 

Зɧаɱɟɧɢɟ 𝑟୫in ɢɳɟɦ ɢɡ ɭɫɥɨвɢɹ (8.3): 

1 െ
𝜌2

𝑟୫in2
െ

2D
𝑚𝑣∞2 𝑟୫in2 ൌ 0, 

ɨɬɤɭда  

𝑟୫in ൌ ඨ𝜌2 ൅
2D
𝑚𝑣∞2

. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝑟୫in в (8.7), ɢɦɟɟɦ: 
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𝜑෤ ൌ
𝜋
2

𝜌

ට𝜌2 ൅ 2D
𝑚𝑣∞2

. 

Вɵɪаɠаɹ ɨɬɫɸда 𝜌 ɱɟɪɟɡ 𝜑෤  ɢ ɭɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝜑෤ ൌ  ሺ𝜋 െ Fሻ 2⁄ , ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝜌 ൌ ඨ
2D
𝑚𝑣∞2

𝜋 െ F

ඥ2𝜋Fെ F2
.                                          ሺ8.8ሻ 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨваɧɢɟ ɷɬɨгɨ вɵɪаɠɟɧɢɹ ɩɨ F даɟɬ: 

ቤ
𝑑𝜌ሺFሻ
𝑑F ቤ ൌ ඨ

2D
𝑚𝑣∞2

𝜋2

ሺ2𝜋Fെ F2ሻ3 2ൗ
.                               ሺ8.9ሻ 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɩɨɥɭɱɢɦ, ɩɨдɫɬавɢв (8.8) ɢ (8.9) в 
ɮɨɪɦɭɥɭ (8.5): 

𝑑V ൌ
2𝜋2D
𝑚𝑣∞2

𝜋 െ F
F2ሺ2𝜋 െ Fሻ2

𝑑:
sinF. 

■ 

Пɪɢ двɢɠɟɧɢɢ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ (ɫɦ. § 6) ɧаɥɢɱɢɟ ɰɟɧɬɪɨбɟɠɧɨɣ 
ɷɧɟɪгɢɢ 𝑀2 2𝑚𝑟2⁄  , ɨбɪаɳаɸɳɟɣɫɹ ɩɪɢ 𝑟 o 0 в бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɶ, ɤаɤ 1 𝑟2⁄ , 
ɩɪɢвɨдɢɬ ɨбɵɱɧɨ ɤ ɧɟвɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɩɪɨɧɢɤɧɨвɟɧɢɹ двɢɠɭɳɢɯɫɹ ɱаɫɬɢɰ ɤ 
ɰɟɧɬɪɭ ɩɨɥɹ. “Падɟɧɢɟ” ɱаɫɬɢɰɵ в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ вɨɡɦɨɠɧɨ ɥɢɲɶ ɩɪɢ ɭɫɥɨвɢɢ, 
ɱɬɨ 𝑈ሺ𝑟ሻoെ∞ ɥɢбɨ ɤаɤ  െD 𝑟2⁄  ɫ D ൐ 𝑀2 2𝑚⁄  , ɥɢбɨ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨ െ𝑟−𝑛 
c 𝑛 ൐ 2. Полное сеɱение заɯвата ɢɥɢ “падениɹ” в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɤаɤ 
ɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɱɢɫɥа вɫɟɯ ɱаɫɬɢɰ даɧɧɨгɨ ɩɭɱɤа, ɡаɯваɱɟɧɧɵɯ ɡа ɟдɢɧɢɰɭ вɪɟɦɟɧɢ, 
ɤ ɩɥɨɬɧɨɫɬɢ ɩɨɬɨɤа ɷɬɨгɨ ɩɭɱɤа дɨ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ. 

Задаɱа 8.3. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɩɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа ɱаɫɬɢɰ в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
D
𝑟2 ,   D ൐ 0. 

□ Чɬɨбɵ ɱаɫɬɢɰа дɨɫɬɢгɥа ɰɟɧɬɪа ɩɨɥɹ, ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ вɵɩɨɥɧɟɧɢɟ ɭɫɥɨвɢɹ 
D ൐ 𝑀2 2𝑚⁄ . Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝑀 ൌ 𝑚𝑣∞𝜌, даɧɧɨɟ ɭɫɥɨвɢɟ ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ в 
вɢдɟ 2D ൐ 𝑚𝜌2𝑣∞2 . Оɬɫɸда вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɡаɯваɬɵваɸɬɫɹ ɩɨɥɟɦ ɱаɫɬɢɰɵ, ɭ 
ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɪɢɰɟɥɶɧɨɟ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ  
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𝜌 ൑ 𝜌୫ax ൌ ඨ
2D
𝑚𝑣∞2

. 

Пɨɷɬɨɦɭ ɢɫɤɨɦɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа 

V ൌ 𝜋𝜌୫ax2 ൌ
2SD
𝑚𝑣∞2

. 

■ 

Задаɱа 8.4. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɩɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ  

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ
D
𝑟 െ

E
𝑟2 ,                   D ൐ 0,   E ൐ 0. 

□ На ɪɢɫ. 8.3 ɫɯɟɦаɬɢɱɧɨ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɵ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ “ɷɮɮɟɤɬɢвɧɨɣ” 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 

𝑈e୤୤ሺ𝑟ሻ ൌ
𝑀2

2𝑚𝑟2 ൅
D
𝑟 െ

E
𝑟2                                        ሺ8.10ሻ 

дɥɹ ɫɥɭɱаɟв 𝑀2 2𝑚⁄ ൒ E (а) ɢ 𝑀2 2𝑚⁄ ൏ E (б).  

Вɢдɧɨ, ɱɬɨ в ɫɥɭɱаɟ 𝑀2 2𝑚⁄ ൒ E ɱаɫɬɢɰɵ ɧɟ ɦɨгɭɬ ɩɨɩаɫɬɶ в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ, 
ɩɪɢ ɥɸбɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɩадаɸɳɢɯ ɱаɫɬɢɰ вɨɡɦɨɠɧɨ ɥɢɲɶ ɢɯ ɪаɫɫɟɹɧɢɟ. 

Дɥɹ ɫɥɭɱаɹ 𝑀2 2𝑚⁄ ൏ E ɧаɣдɟɦ ɦаɤɫɢɦаɥɶɧɨɟ ɡɧаɱɟɧɢɟ “ɷɮɮɟɤɬɢвɧɨɣ” 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ. Иɡ ɪавɟɧɫɬва 

𝑑𝑈e୤୤
𝑑𝑟 ൌ

𝑑
𝑑𝑟 ቆ

𝑀2

2𝑚𝑟2 ൅
D
𝑟 െ

E
𝑟2ቇ ൌ 0 

ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬɭ ɦаɤɫɢɦɭɦа ɮɭɧɤɰɢɢ (8.10): 

𝑟0 ൌ
2E
D
െ
𝑀2

𝑚D. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝑟0 в (8.10), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑈e୤୤୫ax ൌ
D2

4Eെ 2𝑚𝑣∞2 𝜌2
. 

Здɟɫɶ ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ 𝑀 ൌ 𝑚𝑣∞𝜌.  
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Оɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ “ɩадаɸɬ” в ɰɟɧɬɪ ɬɟ ɱаɫɬɢɰɵ, ɭ ɤɨɬɨɪɵɯ 𝐸 ൐ 𝑈e୤୤
୫ax. 

Маɤɫɢɦаɥɶɧɨɟ ɡɧаɱɟɧɢɟ ɩɪɢɰɟɥɶɧɨгɨ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 𝜌୫ax ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɢɡ ɭɫɥɨвɢɹ 
𝐸 ൌ 𝑈e୤୤୫ax ɢɥɢ  

𝐸 ൌ
D2

4Eെ 2𝑚𝑣∞2 𝜌୫ax2 ൌ
D2

4Eെ 4𝐸𝜌୫ax2 ,                           ሺ8.11ሻ 

гдɟ ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ 𝐸 ൌ 𝑚𝑣∞
2

2ൗ .  

 
а) б) 

Рɢɫ. 8.3 
 

Иɡ (8.11) ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 

𝜌୫ax2 ൌ
E
𝐸 െ

D2

4𝐸2. 

Пɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа 

V ൌ 𝜋𝜌୫ax2 ൌ Sቆ
E
𝐸 െ

D2

4𝐸2ቇ. 

■ 

Задаɱа 8.5. Фɨɪɦɭɥа Рɟɡɟɪɮɨɪда. Наɣдɢɬɟ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ 
ɪаɫɫɟɹɧɢɹ ɱаɫɬɢɰ в ɩɨɥɟ  

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ
D
𝑟  , D ൐ 0. 

□ Пɨ ɮɨɪɦɭɥɟ ሺ8.2ሻ ɧаɣдɟɦ ɡɧаɱɟɧɢɟ 𝜑෤  
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𝜑෤ ൌ න
𝜌 𝑑𝑟

𝑟2ඨ1 െ 𝜌
2

𝑟2 െ
2𝛼
𝑚𝑣∞2 𝑟

ൌ
∞

𝑟ౣ౟౤

න
𝜌 𝑑 ൬𝜌𝑟 ൅

𝛼
𝑚𝑣∞2 𝜌

൰

 𝑟2ඨ1 ൅ 𝛼2
𝑚2𝑣∞4 𝜌2

െ ൬𝜌𝑟 ൅
𝛼

𝑚𝑣∞2 𝜌
൰
2
ൌ

∞

𝑟೘೔೙

 

ൌ arcsin

𝜌
𝑟୫in

൅ 𝛼
𝑚𝑣∞2 𝜌

ඨ1 ൅ 𝛼2
𝑚2𝑣∞4 𝜌2

െ arcsin

𝛼
𝑚𝑣∞2 𝜌

ඨ1 ൅ 𝛼2
𝑚2𝑣∞4 𝜌2

.                          ሺ8.13ሻ 

Зɧаɱɟɧɢɟ 𝑟୫in ɨɩɪɟдɟɥɢɦ ɢɡ ɭɫɥɨвɢɹ (8.3), ɤɨɬɨɪɨɟ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ 
ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ  

1 ൅
𝛼2

𝑚2𝑣∞4 𝜌2
െ ൬

𝜌
𝑟୫in

൅
𝛼

𝑚𝑣∞2 𝜌
൰
2
ൌ 0. 

Пɨɥɭɱɢɦ: 

𝑟୫in ൌ
𝜌

ඨ1 ൅ 𝛼2
𝑚2𝑣∞4 𝜌2

െ 𝛼
𝑚𝑣∞2 𝜌

.                                    ሺ8.14ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ (8.14) в (8.13), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝜑෤ ൌ െarcsin

𝛼
𝑚𝑣∞2 𝜌

ඨ1 ൅ 𝛼2
𝑚2𝑣∞4 𝜌2

. 

Вɵɪаɠаɹ ɨɬɫɸда 𝜌 ɱɟɪɟɡ 𝜑෤  ɢ ɭɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝜑෤ ൌ ሺ𝜋 െ Fሻ/2, ɢɦɟɟɦ: 

𝜌2 ൌ
𝛼2

𝑚2𝑣∞4
ctg2

F
2. 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ: 

𝑑V ൌ
𝜌ሺFሻ
sinF ቤ

𝑑𝜌ሺFሻ
𝑑F ቤ d: ൌ

𝛼2𝑑:

4𝑚2𝑣∞4 sin4
F
2
 . 
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Даɧɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ Рɟɡɟɪɮɨɪда. ■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

8.6. Пɨɬɨɤ ɱаɫɬɢɰ, ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɟɪвɨɧаɱаɥɶɧɨ ɩаɪаɥɥɟɥɶɧɵ ɨɫɢ 𝑧, 
ɪаɫɫɟɢваɟɬɫɹ ɧа ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɦ ɭɩɪɭгɨɦ ɷɥɥɢɩɫɨɢдɟ вɪаɳɟɧɢɹ 

𝜌2

𝑎2 ൅
𝑧2

𝑐2 ൌ 1, 𝜌 ൌ ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2  , 𝑎, 𝑐 ൌ const. 

Наɣдɢɬɟ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɪаɫɫɟɹɧɢɹ. 

Указание: ɭгɨɥ ɧаɤɥɨɧа ɤаɫаɬɟɥɶɧɨɣ в ɬɨɱɤɟ ɩадɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɪавɟɧ ɭгɥɭ 
ɩадɟɧɢɹ 𝜑෤  ɢ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ tg𝜑෤ ൌ 𝑑𝑧 𝑑𝜌⁄   (ɪɢɫ. 8.4). Угɨɥ 
ɪаɫɫɟɹɧɢɹ F ൌ 𝜋 െ 2𝜑෤ .  

8.7. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа ɱаɫɬɢɰ в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ  

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
D
𝑟𝑛 ,                   D ൐ 0,   𝑛 ൐ 2. 

8.8. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɨɟ ɫɟɱɟɧɢɟ ɡаɯваɬа в ɰɟɧɬɪ ɩɨɥɹ  

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ
D
𝑟2 െ

E
𝑟4 ,                   D ൐ 0,   E ൐ 0. 

 

 

Рɢɫ. 8.4 
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Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟖. 𝟔.  𝑑V ൌ
𝑎4𝑐2𝑑:

4cos4 F2 ቀ𝑎
2 ൅ 𝑐2tg2 F2ቁ

2. 

𝟖. 𝟕.  V ൌ 𝜋𝑛ሺ𝑛 െ 2ሻ
ሺ2−𝑛ሻ

𝑛ൗ ൬
D

𝑚𝑣∞2
൰
2 𝑛ൗ

.     𝟖. 𝟖.  V ൌ 𝜋ቌ2ඨ
E
𝐸 െ

D
𝐸ቍ. 

§ 9. Кɨɥебаɧɢɹ ɫɢɫɬеɦ ɫɨ ɦɧɨгɢɦɢ ɫɬеɩеɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɫ 𝑠 ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ, ɧа ɤɨɬɨɪɭɸ 

ɧаɥɨɠɟɧɵ ɫɬаɰɢɨɧаɪɧɵɟ ɢдɟаɥɶɧɵɟ гɨɥɨɧɨɦɧɵɟ ɫвɹɡɢ ɢ дɟɣɫɬвɭɸɬ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ ɫɢɥɵ. Пɭɫɬɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɡавɢɫɢɬ ɬɨɥɶɤɨ 
ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞 ɢ ɢɦɟɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦ в ɬɨɱɤɟ 𝑞0. Обɨɡɧаɱɢɦ 
ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɪавɧɨвɟɫɢɹ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 𝜉D ൌ 𝑞D െ 𝑞D0, D ൌ
1,2,… , 𝑠. Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɪаɡɥɨɠɢɦ в ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 𝑞0 в ɪɹд ɩɨ 
ɦаɥɨɦɭ ɩаɪаɦɟɬɪɭ 𝜉D ɫ ɬɨɱɧɨɫɬɶɸ дɨ ɱɥɟɧɨв вɬɨɪɨгɨ ɩɨɪɹдɤа ɦаɥɨɫɬɢ, ɩɨɥагаɹ 
𝑈ሺ𝑞0ሻ ൌ 0: 

𝑈 ൌ
1
2! ෍

𝜕2𝑈
𝜕𝑞D𝜕𝑞E

𝑠

D,E=1

ሺ𝑞0ሻ𝜉D𝜉E ൌ
1
2 ෍ 𝑘DE

𝑠

D,E=1

𝜉D𝜉E,                   ሺ9.1ሻ 

гдɟ ввɟдɟɧɨ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɟ 𝑘DE ൌ 𝜕2𝑈 𝜕𝑞D𝜕𝑞Eൗ  ሺ𝑞0ሻ. Рɹд (9.1) ɧɟ ɫɨдɟɪɠɢɬ ɱɥɟɧа 
ɫ ɩɟɪвɵɦɢ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɦɢ ɨɬ 𝑈 ɩɨ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨ ɩɪɟдɩɨɥɨɠɟɧɢɸ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ в ɬɨɱɤɟ 𝑞0.  

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 2.3) 

𝑇 ൌ
1
2 ෍ 𝑚DEሺ𝑞ሻ𝜉ሶD𝜉ሶE

𝑠

D,E=1

,                                          ሺ9.2ሻ 

гдɟ 

𝑚DEሺ𝑞ሻ ൌ෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

𝜕𝒓𝑖
𝜕𝜉D

𝜕𝒓𝑖
𝜕𝜉E

; 

𝒓𝑖 ɢ 𝑚𝑖 � ɪадɢɭɫɵ-вɟɤɬɨɪɵ ɢ ɦаɫɫɵ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. 
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Бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 𝜉ሶD ɦаɥɵ. Тɨгда, ɱɬɨбɵ ɩɨɥɭɱɢɬɶ в (9.2) 
ɮɨɪɦɭ вɬɨɪɨгɨ ɩɨɪɹдɤа ɦаɥɨɫɬɢ (ɬаɤɨгɨ ɠɟ ɩɨɪɹдɤа ɦаɥɨɫɬɢ, ɱɬɨ ɢ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ), ɪаɡɥɨɠɢɦ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ 𝑚DEሺ𝑞ሻ в ɪɹд, 
ɨгɪаɧɢɱɢваɹɫɶ ɩɟɪвɵɦ ɱɥɟɧɨɦ ɪаɡɥɨɠɟɧɢɹ: 

𝑚DEሺ𝑞ሻ ൌ 𝑚DEሺ𝑞0ሻ ൅ ⋯. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ (9.2) ɫвɨдɢɬɫɹ ɤ вɵɪаɠɟɧɢɸ 

𝑇 ൌ
1
2 ෍

𝑚DE𝜉ሶD𝜉ሶE

𝑠

D,E=1

 , 

гдɟ дɥɹ ɫɨɤɪаɳɟɧɢɹ ɡаɩɢɫɢ ввɟдɟɧɨ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɟ: 𝑚DEሺ𝑞0ሻ ൌ 𝑚DE .  

Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ  

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
1
2 ෍ ൫𝑚DE𝜉ሶD𝜉ሶE. െ𝑘DE𝜉D𝜉E൯

𝑠

D,E=1

, 

а ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа ɟɫɬɶ   

෍ሺ𝑚DE

𝑠

E=1

𝜉ሷE ൅ 𝑘DE𝜉Eሻ ൌ 0,     D ൌ 1,2,… , 𝑠.                           ሺ9.3ሻ 

Чаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.3) бɭдɟɦ ɢɫɤаɬɶ в вɢдɟ 

𝜉E ൌ 𝐴E𝑒𝑖Z𝑡, E ൌ 1,2,… , 𝑠, 

гдɟ 𝐴E – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɟ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ (“𝑖” в ɷɤɫɩɨɧɟɧɬɟ – ɦɧɢɦаɹ ɟдɢɧɢɰа). 
Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝜉E в (9.3) ɢ ɫɨɤɪаɳаɹ ɧа 𝑒𝑖Z𝑡, ɩɨɥɭɱаɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɥɢɧɟɣɧɵɯ 
ɨдɧɨɪɨдɧɵɯ аɥгɟбɪаɢɱɟɫɤɢɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ 𝐴E: 

෍൫െZ2𝑚DE ൅ 𝑘DE൯
𝑠

E=1

𝐴E ൌ 0,   D ൌ 1,2,… , 𝑠.                      ሺ9.4ሻ 

Чɬɨбɵ ɷɬа ɫɢɫɬɟɦа ɢɦɟɥа ɧɟɬɪɢвɢаɥɶɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ, ɟɟ ɨɩɪɟдɟɥɢɬɟɥɶ дɨɥɠɟɧ 
бɵɬɶ ɪавɟɧ ɧɭɥɸ, ɬ.ɟ. 

หെZ2𝑚DE ൅ 𝑘DEห ൌ 0.                                        ሺ9.5ሻ 
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Уɪавɧɟɧɢɟ (9.5) ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɯарактеристиɱеским уравнением. Оɧɨ 
ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ аɥгɟбɪаɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫɬɟɩɟɧɢ 𝑠 ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ Z2 ɢ 
ɢɦɟɟɬ 𝑠 ɤɨɪɧɟɣ Z𝑘2  (𝑘=1,2,…, 𝑠). Вɟɥɢɱɢɧɵ Z𝑘  ɧаɡɵваɸɬɫɹ собственнɵми 
ɱастотами ɫɢɫɬɟɦɵ. Зɧаɱɟɧɢɹ Z𝑘  ɦɨгɭɬ ɨɤаɡаɬɶɫɹ ɤɪаɬɧɵɦɢ, ɬ.ɟ. ɤаɤɢɟ-ɬɨ ɢɡ 
ɱаɫɬɨɬ ɦɨгɭɬ ɫɨвɩадаɬɶ. Таɤɢɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɧаɡɵваɸɬɫɹ вɵрожденнɵми.  

Пɨɫɥɟ ɬɨгɨ ɤаɤ ɱаɫɬɨɬɵ Z𝑘  ɧаɣдɟɧɵ, ɩɨдɫɬавɥɹɹ ɤаɠдɭɸ ɢɡ ɧɢɯ в 
ɫɢɫɬɟɦɭ (9.4), ɦɨɠɧɨ ɧаɣɬɢ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɟ ɡɧаɱɟɧɢɹ 𝐴E

ሺ𝑘ሻ. В ɫɥɭɱаɟ, ɤɨгда 
вɫɟ ɤɨɪɧɢ ɯаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɪаɡɥɢɱɧɵ, ɫɢɫɬɟɦа (9.4) ɢɦɟɟɬ дɥɹ 
ɤаɠдɨгɨ Z𝑘  ɪɨвɧɨ ɨдɧɨ ɥɢɧɟɣɧɨ ɧɟɡавɢɫɢɦɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ 𝐴E

ሺ𝑘ሻ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɦɨɠɧɨ 
ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ 

𝐴E
ሺ𝑘ሻ ൌ ΔEೖE

ሺ𝑘ሻ 𝐴𝑘, E ൌ 1,2,… , 𝑠, 

гдɟ 𝐴𝑘 � ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧаɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧаɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧаɹ, а ΔEೖE
ሺ𝑘ሻ  � аɥгɟбɪаɢɱɟɫɤɢɟ 

дɨɩɨɥɧɟɧɢɹ ɷɥɟɦɟɧɬɨв E𝑘-ɣ ɫɬɪɨɤɢ ɯаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨгɨ дɟɬɟɪɦɢɧаɧɬа (9.5), 
вɡɹɬɨгɨ ɩɪɢ ɡɧаɱɟɧɢɢ Z ൌ Z𝑘 . Сɬɪɨɤа E𝑘 вɵбɢɪаɟɬɫɹ ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɨ, ɧɨ ɬаɤ, 
ɱɬɨбɵ в ɧɟɣ бɵɥ ɯɨɬɹ бɵ ɨдɢɧ ɷɥɟɦɟɧɬ ɫ ɨɬɥɢɱɧɵɦ ɨɬ ɧɭɥɹ аɥгɟбɪаɢɱɟɫɤɢɦ 
дɨɩɨɥɧɟɧɢɟɦ (ɬаɤɨɣ ɷɥɟɦɟɧɬ ɫɭɳɟɫɬвɭɟɬ в ɫɢɥɭ ɩɪɟдɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɨ 
ɧɟвɵɪɨɠдɟɧɧɨɫɬɢ ɫɨбɫɬвɟɧɧɵɯ ɱаɫɬɨɬ).  

Кɨɦɩɥɟɤɫɧɭɸ ɩɨɫɬɨɹɧɧɭɸ 𝐴𝑘 вɵɪаɡɢɦ ɱɟɪɟɡ дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɵɟ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ 𝐶𝑘 ɢ G𝑘 ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ  

𝐴𝑘 ൌ 𝐶𝑘𝑒𝑖Gೖ. 

Тɨгда  

𝐴E
ሺ𝑘ሻ ൌ ΔEೖE

ሺ𝑘ሻ 𝐶𝑘𝑒𝑖Gೖ, E ൌ 1,2,… , 𝑠, 

а ɱаɫɬɧɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ  

𝜉E ൌ ΔEೖE
ሺ𝑘ሻ 𝐶𝑘𝑒𝑖ሺZೖ𝑡+Gೖሻ,   E ൌ 1,2,… , 𝑠. 

Пɟɪɟɯɨдɹ ɤ вɟɳɟɫɬвɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢ, ɢɦɟɟɦ: 

𝜉E ൌ ΔEೖE
ሺ𝑘ሻ 𝐶𝑘cos ሺZ𝑘𝑡 ൅ G𝑘ሻ,   E ൌ 1,2,… , 𝑠. 
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Обɳɢɦ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.3) бɭдɟɬ 

𝜉E ൌ෍ΔEೖE
ሺ𝑘ሻ 𝐶𝑘cos ሺZ𝑘𝑡 ൅ G𝑘ሻ

𝑠

𝑘=1

,    E ൌ 1,2,… , 𝑠.                     ሺ9.6ሻ 

Кɨɧɫɬаɧɬɵ 𝐶𝑘 ɢ G𝑘 ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɧаɱаɥɶɧɵɦɢ ɭɫɥɨвɢɹɦɢ.  

Иɡ (9.6) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ ɤаɠдɨɣ ɢɡ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨ 
вɪɟɦɟɧɟɦ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɢɸ 𝑠 гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
�𝛩𝑘 ൌ 𝐶𝑘cos ሺZ𝑘𝑡 ൅ G𝑘ሻ. С ɩɨɦɨɳɶɸ ሺ9.6ሻ ɦɨɠɧɨ вɵɪаɡɢɬɶ 𝛩𝑘 ɱɟɪɟɡ 
𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑠. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝛩𝑘 ɦɨɠɧɨ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɬɶ ɤаɤ ɧɨвɵɟ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. Эɬɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ (ɢɡɦɟɧɹɸɳɢɟɫɹ ɩɨ 
гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨɦɭ ɡаɤɨɧɭ, ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɸɳɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɸ 𝛩ሷ𝑘 ൅
Z𝑘2𝛩𝑘 ൌ 0ሻ ɧаɡɵваɸɬ нормалɶнɵми ɢɥɢ главнɵми ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ.  

Задаɱа 9.1. Тɟɥɨ ɦаɫɫɵ 𝑚1, ɫɨɟдɢɧɟɧɧɨɟ ɫ ɩɪɭɠɢɧɨɣ ɠɟɫɬɤɨɫɬɢ 𝑘, 
дɪɭгɨɣ ɤɨɧɟɰ ɤɨɬɨɪɨɣ ɡаɤɪɟɩɥɟɧ ɧɟɩɨдвɢɠɧɨ, ɦɨɠɟɬ двɢгаɬɶɫɹ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ ɩɨ 
гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. К ɬɟɥɭ ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ ɦаɫɫɵ 
𝑚2 ɢ дɥɢɧɵ 𝑙 (ɪɢɫ. 9.1). Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ. 

□ В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ вɵбɟɪɟɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬɭ 𝑥 
ɫɦɟɳɟɧɢɹ ɬɟɥа ɦаɫɫɵ 𝑚1 ɨɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ 
ɪавɧɨвɟɫɢɹ ɢ ɭгɨɥ 𝜑 ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɨɬ 
вɟɪɬɢɤаɥɢ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа. 
Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ 
в вɢдɟ: 

𝑇 ൌ
𝑚1

2 𝑥ሶ 2 ൅
𝑚2

2
ሺ𝑥ሶ22 ൅ 𝑦ሶ22ሻ, 

гдɟ 𝑥2 ɢ 𝑦2 – дɟɤаɪɬɨвɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɱаɫɬɢɰɵ 𝑚2, вɵɪаɠɟɧɧɵɟ ɱɟɪɟɡ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɮɨɪɦɭɥ 𝑥2 ൌ 𝑥 ൅ 𝑙sin𝜑, 𝑦2 ൌ 𝑙cos𝜑. 

Оɬɫɸда 

𝑥ሶ2 ൌ 𝑥ሶ ൅ 𝑙𝜑ሶ cos𝜑,   𝑦ሶ2 ൌ െ𝑙𝜑ሶ sin𝜑.                                  ሺ9.7ሻ 

С ɭɱɟɬɨɦ (9.7) ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 

Рɢɫ. 9.1

l

m2

k

x

y

M

m1
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𝑇 ൌ
𝑚1 ൅𝑚2

2 𝑥ሶ 2 ൅
𝑚2𝑙2𝜑ሶ 2

2 ൅ 𝑚2𝑙𝑥ሶ𝜑ሶ cos𝜑.                             ሺ9.8ሻ 

Огɪаɧɢɱɢваɹɫɶ ɱɥɟɧаɦɢ вɬɨɪɨгɨ ɩɨɪɹдɤа ɦаɥɨɫɬɢ, ɩɨɥагаɟɦ в (9.8) cos𝜑 ൌ 1. 
Пɪɢ ɷɬɨɦ  

𝑇 ൌ
𝑚1 ൅𝑚2

2 𝑥ሶ 2 ൅
𝑚2𝑙2𝜑ሶ 2

2 ൅ 𝑚2𝑙𝑥ሶ𝜑ሶ . 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 

𝑈 ൌ
𝑘
2 𝑥

2 െ 𝑚2𝑔𝑙cos𝜑.                                            ሺ9.9ሻ 

Раɡɥагаɹ (9.9) в ɪɹд дɨ ɱɥɟɧɨв вɬɨɪɨгɨ ɩɨɪɹдɤа ɦаɥɨɫɬɢ, ɢɦɟɟɦ: 

𝑈 ൌ
𝑘
2 𝑥

2 െ 𝑚2𝑔𝑙 ቆ1 െ
𝜑2

2 ቇ. 

Оɩɭɫɤаɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧɭɸ 𝑚2𝑔𝑙, ɧаɯɨдɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа ɦаɥɵɯ 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ: 

𝐿 ൌ
𝑚1 ൅𝑚2

2 𝑥ሶ 2 ൅
𝑚2𝑙2𝜑ሶ 2

2 ൅ 𝑚2𝑙𝑥ሶ𝜑ሶ െ
𝑘
2 𝑥

2 െ 𝑚2𝑔𝑙
𝜑2

2 . 

Тɟɩɟɪɶ ɫɨɫɬавɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа: 

൜
ሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻ𝑥ሷ ൅ 𝑚2𝑙𝜑ሷ ൅ 𝑘𝑥 ൌ 0,
𝑥ሷ ൅ 𝑙𝜑ሷ ൅ 𝑔M ൌ 0.                                   ሺ9.10ሻ 

Чаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɳɟɦ в вɢдɟ: 

𝑥 ൌ 𝐴1𝑒𝑖Z𝑡, 𝜑 ൌ 𝐴2𝑒𝑖Z𝑡.  

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɢɯ в (9.10) ɢ ɫɨɤɪаɳаɹ ɧа 𝑒𝑖Z𝑡, ɢɦɟɟɦ: 

ቊ
ሺെሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻZ2 ൅ 𝑘ሻ𝐴1 െ 𝑚2𝑙Z2𝐴2 ൌ 0,
െZ2𝐴1 ൅ ൫𝑔 െ 𝑙Z

2൯𝐴2 ൌ 0.
                               ሺ9.11ሻ 

Заɩɢɲɟɦ ɯаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.11): 

ቤ
െሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻZ2 ൅ 𝑘 െ𝑚2𝑙Z2

െZ2 𝑔 െ 𝑙Z2
ቤ ൌ 0, 
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ɨɬɤɭда ɩɨɥɭɱаɟɦ ɤвадɪаɬɧɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ Z2: 

Z4 െ ൬
𝑘
𝑚1

൅
𝑔
𝑙
𝑚1 ൅𝑚2

𝑚1
൰Z2 ൅

𝑘𝑔
𝑚1𝑙

ൌ 0. 

Рɟɲаɹ ɷɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɟ, ɧаɯɨдɢɦ ɫɨбɫɬвɟɧɧɵɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ: 

Z1,22 ൌ
1
2 ቎൬

𝑘
𝑚1

൅
𝑔
𝑙
𝑚1 ൅𝑚2

𝑚1
൰ േ ඨ൬

𝑘
𝑚1

൅
𝑔
𝑙
𝑚1 ൅𝑚2

𝑚1
൰
2

െ
4𝑘𝑔
𝑚1𝑙

቏. 

■ 

Задаɱа 9.2. Пɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɭɣɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɨɩɪɟдɟɥɢɬɟ 
ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɩɥɨɫɤɨгɨ двɨɣɧɨгɨ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа (ɪɢɫ. 2.1) ɩɪɢ ɭɫɥɨвɢɢ, ɱɬɨ дɥɢɧɵ ɢ ɦаɫɫɵ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦаɹɬɧɢɤɨв ɨдɢɧаɤɨвɵ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ двɨɣɧɨгɨ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɩɨɥɭɱɟɧ в ɡадаɱɟ 2.5. 
В ɫɥɭɱаɟ 𝑚1 ൌ 𝑚2 ൌ 𝑚 ɢ 𝑙1 ൌ 𝑙2 ൌ 𝑙, ɨɧ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ 𝑚𝑙2 ቆ𝜑ሶ12 ൅
𝜑ሶ 22

2 ൅ cosሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ𝜑ሶ1𝜑ሶ 2ቇ ൅ 𝑚𝑔𝑙ሺ2cos𝜑1 ൅ cos𝜑2ሻ. 

Сɱɢɬаɹ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɦаɥɵɦɢ, ɩɨɥагаɟɦ  

cos𝜑1 ൎ 1 െ
𝜑12

2 , cos𝜑2 ൎ 1 െ
𝜑22

2 , cosሺ𝜑1 െ 𝜑2ሻ ൎ 1. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ  

𝐿 ൌ 𝑚𝑙2 ቆ𝜑ሶ12 ൅
𝜑ሶ 22

2 ൅ 𝜑ሶ1𝜑ሶ 2ቇ െ 𝑚𝑔𝑙 ቆ𝜑12 ൅
𝜑22

2 ቇ, 

а ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа: 

   ൞
2𝜑ሷ1 ൅ 𝜑ሷ 2 ൅

2𝑔
𝑙 𝜑1 ൌ 0,

𝜑ሷ 1 ൅ 𝜑ሷ 2 ൅
𝑔
𝑙 𝜑2 ൌ 0.

                                      ሺ9.12ሻ 

Иɳɟɦ ɱаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.12) в вɢдɟ 
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𝜑1 ൌ 𝐴1𝑒𝑖Z𝑡,   𝜑2 ൌ 𝐴2𝑒𝑖Z𝑡. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝜑1 ɢ 𝜑2 в (9.12), ɩɨɥɭɱаɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɪавɧɟɧɢɣ: 

 ൞
൬
2𝑔
𝑙 െ 2Z

2൰ 𝐴1 െ Z2𝐴2 ൌ 0,

െZ2𝐴1 ൅ ቀ
𝑔
𝑙 െ Z2ቁ 𝐴2 ൌ 0.

 

Хаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɷɬɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ: 

ተ

2𝑔
𝑙 െ 2Z

2 െZ2

െZ2
𝑔
𝑙 െ Z2

ተ ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ   

Z1,22 ൌ ൫2 േ √2൯
𝑔
𝑙 . 

Чаɫɬɧɵɦ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.12), ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɦ ɱаɫɬɨɬɟ Z1 
ɹвɥɹɟɬɫɹ:  

𝜑1ሺZ1ሻ ൌ Δ11
ሺ1ሻ𝐶1𝑒𝑖ሺZభ𝑡+Gభ ሻ ൌ 𝐶1𝑒𝑖ሺZభ𝑡+Gభሻ, 

𝜑2ሺZ1ሻ ൌ Δ12
ሺ1ሻ𝐶1𝑒𝑖ሺZభ𝑡+Gభ ሻ ൌ െ√2𝐶1𝑒𝑖ሺZభ𝑡+Gభሻ. 

Вɬɨɪɵɦ ɱаɫɬɧɵɦ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.12) бɭдɟɬ: 

𝜑1ሺZ2ሻ ൌ Δ21
ሺ2ሻ𝐶2𝑒𝑖ሺZమ𝑡+Gమ ሻ ൌ 𝐶2𝑒𝑖ሺZమ𝑡+Gమሻ, 

𝜑2ሺZ2ሻ ൌ Δ22
ሺ2ሻ𝐶2𝑒𝑖ሺZమ𝑡+Gమ ሻ ൌ √2𝐶2𝑒𝑖ሺZమ𝑡+Gమሻ. 

Обɳɟɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.12) ɡаɩɢɫɵваɟɬɫɹ в вɢдɟ: 

𝜑1 ൌ Reሾ𝜑1ሺZ1ሻ ൅ 𝜑1ሺZ2ሻሿ ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ ൅ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ,         ሺ9.13ሻ 

𝜑2 ൌ ReൣM2ሺZ1ሻ ൅ M2ሺZ2ሻ൧ ൌ 

ൌ െ√2ሺ𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ െ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻሻ.                     ሺ9.14ሻ 

Иɡ (9.13) ɢ (9.14) вɢдɧɨ, ɱɬɨ 
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𝛩1 ൌ
1
2 ൬𝜑1 െ

1
√2
𝜑2൰ ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ, 

ɢ 

𝛩2 ൌ
1
2 ൬𝜑1 ൅

1
√2

𝜑2൰ ൌ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ. 

ɹвɥɹɸɬɫɹ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɦɢ (гɥавɧɵɦɢ) ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ. ■ 

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɬɟɩɟɪɶ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɦɨɥɟɤɭɥ. -аɬɨɦɧаɹ ɦɨɥɟɤɭɥа ɢɦɟɟɬ 3𝑁 
ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ. Пɨɫɬɭɩаɬɟɥɶɧɨɦɭ двɢɠɟɧɢɸ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɟɬ ɬɪɢ 
ɫɬɟɩɟɧɢ ɫвɨбɨдɵ. Еɫɥɢ ɧɟ вɫɟ аɬɨɦɵ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɵ вдɨɥɶ ɨдɧɨɣ 
ɩɪɹɦɨɣ (ɧɟɥɢɧɟɣɧаɹ ɦɨɥɟɤɭɥа), ɬɨ ɬаɤɠɟ ɬɪɢ ɫɬɟɩɟɧɢ ɫвɨбɨдɵ ɨɬвɟɱаɸɬ 
вɪаɳаɬɟɥɶɧɨɦɭ двɢɠɟɧɢɸ. Дɥɹ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɢɦɟɟɬɫɹ вɫɟгɨ двɟ 
вɪаɳаɬɟɥɶɧɵɟ ɫɬɟɩɟɧɢ ɫвɨбɨдɵ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, в ɫɥɭɱаɟ ɧɟɥɢɧɟɣɧɨɣ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɢɦɟɟɬɫɹ 3𝑁 െ 6, а в ɫɥɭɱаɟ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ  3𝑁 െ 5 
ɤɨɥɟбаɬɟɥɶɧɵɯ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ.  

Пɪɟдɫɬавɢɦ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ i-гɨ аɬɨɦа ɦɨɥɟɤɭɥɵ 𝒓𝑖 в вɢдɟ 𝒓𝑖 ൌ 𝒓𝑖0 ൅ 𝒖𝑖, 
гдɟ 𝒓𝑖0 � ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɪавɧɨвɟɫɢɹ аɬɨɦа ɫ ɧɨɦɟɪɨɦ 𝑖, а 𝒖𝑖 � ɟгɨ 
ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟ ɨɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɪавɧɨвɟɫɢɹ.  

Иɫɤɥɸɱɟɧɢɟ ɢɡ ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧɢɹ ɩɨɫɬɭɩаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɤаɤ 
ɰɟɥɨгɨ ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɪавɟɧɫɬвɭ 

෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

𝒖𝑖 ൌ 0,                                                 ሺ9.15ሻ 

а ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɟ вɪаɳɟɧɢɹ ɦɨɥɟɤɭɥɵ – ɤ вɵɪаɠɟɧɢɸ  

෍𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

ሺ𝒓𝑖0 ൈ 𝒖𝑖ሻ ൌ 0.                                         ሺ9.16ሻ 

Здɟɫɶ 𝑚𝑖 � ɦаɫɫа i-гɨ аɬɨɦа. Пɪɢ ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧɢɢ ɡадаɱɢ ɨ ɤɨɥɟбаɧɢɹɯ ɦɨɥɟɤɭɥɵ 
ɭɫɥɨвɢɹ (9.15) ɢ (9.16) ɹвɥɹɸɬɫɹ гɨɥɨɧɨɦɧɵɦɢ ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ, 
ɧаɥɨɠɟɧɧɵɦɢ ɧа ɫɢɫɬɟɦɭ. 

Задаɱа 9.3. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ CO2.  
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□ Мɨɥɟɤɭɥа CO2 ɹвɥɹɟɬɫɹ 
ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɨɣ. 
Сɨвɦɟɫɬɢɦ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ 
ɪавɧɨвɟɫɢɹ аɬɨɦа ɭгɥɟɪɨда ɫ 
ɧаɱаɥɨɦ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ 
дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ, а ɨɫɶ 𝑥 ɧаɩɪавɢɦ 
вдɨɥɶ ɦɨɥɟɤɭɥɵ.  

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ cɧаɱаɥа 
ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɦɨɥɟɤɭɥɵ в 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑦 (ɪɢɫ. 9.2). Иɡ 

ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ ɡадаɱɢ ɹɫɧɨ, ɱɬɨ дɥɹ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑧 ɫɢɬɭаɰɢɹ бɭдɟɬ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ 
аɧаɥɨгɢɱɧɨɣ. Пɪɨɧɭɦɟɪɭɟɦ аɬɨɦɵ ɫɥɟва ɧаɩɪавɨ ɢ ɨбɨɡɧаɱɢɦ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 
ɦɟɠдɭ аɬɨɦаɦɢ C ɢ O в ɩɨɥɨɠɟɧɢɢ ɪавɧɨвɟɫɢɹ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 𝑙. Тɨгда ɪадɢɭɫɵ-
вɟɤɬɨɪɵ аɬɨɦɨв в ɩɨɥɨɠɟɧɢɢ ɪавɧɨвɟɫɢɹ бɭдɭɬ  𝒓10 ൌ ሺെ𝑙, 0,0ሻ,  𝒓20 ൌ ሺ0,0,0ሻ,
𝒓30 ൌ ሺ𝑙, 0,0ሻ. Сɦɟɳɟɧɢɹ аɬɨɦɨв ɨɬ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɪавɧɨвɟɫɢɹ ɢɦɟɸɬ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ: 
𝒖1 ൌ ሺ𝑥1, 𝑦1, 0ሻ, 𝒖2 ൌ ሺ𝑥2, 𝑦2, 0ሻ, 𝒖3 ൌ ሺ𝑥3, 𝑦3, 0ሻ. Пɭɫɬɶ 𝑚 � ɦаɫɫа аɬɨɦа 
ɤɢɫɥɨɪɨда, а 𝑀 � ɭгɥɟɪɨда. Дɥɹ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨгɨ ɫɥɭɱаɹ ɭɫɥɨвɢɟ (9.15) 
ɫвɨдɢɬɫɹ ɤ двɭɦ ɭɪавɧɟɧɢɹɦ: 

𝑚ሺ𝑥1 ൅ 𝑥3ሻ ൅ 𝑀𝑥2 ൌ 0,                                     ሺ9.17ሻ 

𝑚ሺ𝑦1 ൅ 𝑦3ሻ ൅ 𝑀𝑦2 ൌ 0;                                    ሺ9.18ሻ 

а ɭɫɥɨвɢɟ (9.16) ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд 

𝑦1 ൌ 𝑦3.                                                 ሺ9.19ሻ 

В ɫɥɭɱаɟ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɪаɡɥɢɱаɸɬ ɤɨɥɟбаɧɢɹ, ɫɨɯɪаɧɹɸɳɢɟ ɟɟ 
ɩɪɹɦɨɥɢɧɟɣɧɭɸ ɮɨɪɦɭ (ваɥɟɧɬɧɵɟ ɤɨɥɟбаɧɢɹ) ɢ ɤɨɥɟбаɧɢɹ, вɵвɨдɹɳɢɟ аɬɨɦɵ 
ɫ ɩɪɹɦɨɣ (дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɟ ɤɨɥɟбаɧɢɹ). Бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ваɥɟɧɬɧɵɟ ɢ 
дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɟ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɦɢ. Таɤɠɟ бɭдɟɦ 
ɩɪɟдɩɨɥагаɬɶ, ɱɬɨ ɦɟɠдɭ аɬɨɦаɦɢ ɦɨɥɟɤɭɥɵ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɭɩɪɭгɢɟ ɫɢɥɵ. 
Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ваɥɟɧɬɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɬɨгда ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ ɤаɤ 
(ɫɱɢɬаɟɦ, ɱɬɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ ɷɧɟɪгɢɢ ваɥɟɧɬɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ C െ O ɧɟɡавɢɫɢɦɵ 
дɪɭг ɨɬ дɪɭга) 

D1

O O

C

u1

y

x0

Рɢɫ. 9.2

D2

u3

u2
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𝑈1 ൌ
𝑘
2 ሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ

2 ൅
𝑘
2 ሺ𝑥3 െ 𝑥2ሻ

2, 

гдɟ 𝑘 ൐ 0 – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ.  

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɭгɥа α 
ɪавɧɨгɨ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɸ ɭгɥа OCO ɨɬ ɡɧаɱɟɧɢɹ S, ɬ.ɟ. ɭгɨɥ α ൌ α1 ൅ α2 (ɫɦ. 
ɪɢɫ. 9.2). В ɫɥɭɱаɟ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ α1 ൎ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ/𝑙,      α2 ൎ ሺ𝑦3 െ 𝑦2ሻ/𝑙. 
Пɨɷɬɨɦɭ α ൎ ሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ/𝑙 ൅ ሺ𝑦3 െ 𝑦2ሻ/𝑙. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ  

𝑈2 ൌ
æ𝑙2α2

2 ൌ
æ
2
ሾሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ ൅ ሺ𝑦3 െ 𝑦2ሻሿ2, 

гдɟ æ ൐ 0 � ɟɳɟ ɨдɢɧ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɨɥɟɤɭɥɵ 

𝐿 ൌ 𝑇 െ ሺ𝑈1 ൅ 𝑈2ሻ ൌ
𝑚ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑦ሶ12 ൅ 𝑥ሶ32 ൅ 𝑦ሶ32ሻ

2 ൅
𝑀ሺ𝑥ሶ22 ൅ 𝑦ሶ22ሻ

2 െ 

െ
𝑘
2
ሾሺ𝑥1 െ 𝑥2ሻ2 ൅ ሺ𝑥3 െ 𝑥2ሻ2ሿ െ

æ
2
ሾሺ𝑦1 െ 𝑦2ሻ ൅ ሺ𝑦3 െ 𝑦2ሻሿ2.      ሺ9.20ሻ 

Таɤ ɤаɤ ɢɦɟɟɬɫɹ ɬɪɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫвɹɡɟɣ (9.17)-(9.19), ɬɨ ɢɡ ɲɟɫɬɢ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ɬɨɥɶɤɨ ɬɪɢ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɦɢ. Вɵбɟɪɟɦ 
в ɤаɱɟɫɬвɟ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑥1, 𝑥3, 𝑦1. С ɩɨɦɨɳɶɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɫвɹɡɟɣ 
(9.17)-(9.19) ɨɫɬаɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ вɵɪаɠаɸɬɫɹ ɱɟɪɟɡ 𝑥1, 𝑥3, 𝑦1: 

𝑥2 ൌ െ
𝑚
𝑀
ሺ𝑥1 ൅ 𝑥3ሻ, 𝑦3 ൌ 𝑦1,       𝑦2 ൌ െ

2𝑚𝑦1
𝑀 . 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɢ вɵɪаɠɟɧɢɹ в ɥагɪаɧɠɢаɧ (9.20), ɧаɣдɟɦ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ቀ1 ൅

𝑚
𝑀ቁ

ሺ𝑥ሶ12 ൅ 𝑥ሶ32ሻ ൅
𝑚2

𝑀 𝑥ሶ1𝑥ሶ3 ൅ 𝑚 ൬1 ൅
2𝑚
𝑀 ൰𝑦ሶ12 െ 2æ൬1 ൅

2𝑚
𝑀 ൰

2

𝑦12 െ 

െ
𝑘
2 ൤1 ൅

2𝑚
𝑀 ቀ1 ൅

𝑚
𝑀ቁ൨

ሺ𝑥12 ൅ 𝑥32ሻ െ
2𝑘𝑚
𝑀 ቀ1 ൅

𝑚
𝑀ቁ𝑥1𝑥3. 

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɩɟɪва ɭɪавɧɟɧɢɟ двɢɠɟɧɢɹ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝑦1. Иɦɟɟɦ: 
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𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ1

ൌ 2𝑚 ൬1 ൅
2𝑚
𝑀 ൰𝑦ሷ1 ,   

𝜕𝐿
𝜕𝑦1

ൌ െ4æ൬1 ൅
2𝑚
𝑀 ൰

2

𝑦1, 

ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа  

𝑚𝑦ሷ1 ൅ 2æ൬1 ൅
2𝑚
𝑀 ൰𝑦1 ൌ 0. 

Обɳɟɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɟɫɬɶ 

𝑦1ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶1cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ, 

гдɟ 

Z1 ൌ ඨ
2æ
𝑚 ൬1 ൅

2𝑚
𝑀 ൰. 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɱаɫɬɧɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɣ двɢɠɟɧɢɹ, ɨɩɢɫɵваɸɳɟɟ 
дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɨɟ ɤɨɥɟбаɧɢɟ ɦɨɥɟɤɭɥɵ CO2, ɢɦɟɟɬ вɢд: 

ቌ
𝑥1ሺ𝑡ሻ
𝑥3ሺ𝑡ሻ
𝑦1ሺ𝑡ሻ

ቍ ൌ 𝐶1 ൭
0
0
1
൱ cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ. 

Заɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɱаɫɬɨɬа Z1 ɹвɥɹɟɬɫɹ двɭɤɪаɬɧɨ вɵɪɨɠдɟɧɧɨɣ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɫ 
ɬаɤɨɣ ɠɟ ɱаɫɬɨɬɨɣ бɭдɭɬ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬɶ дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɟ ɤɨɥɟбаɧɢɹ в 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑧.  

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɬɟɩɟɪɶ ваɥɟɧɬɧɵɟ ɤɨɥɟбаɧɢɹ. Заɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа 
ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ 𝑥1 ɢ 𝑥3:  

{
 

 𝑚𝜌𝑥ሷ1 ൅ 𝑘 ൬1 ൅
2𝑚𝜌
𝑀 ൰𝑥1 ൅

𝑚2

𝑀 𝑥ሷ3 ൅
2𝑘𝑚𝜌
𝑀 𝑥3 ൌ 0,

𝑚2

𝑀 𝑥ሷ1 ൅
2𝑘𝑚𝜌
𝑀 𝑥1 ൅𝑚𝜌𝑥ሷ3 ൅ 𝑘 ൬1 ൅

2𝑚𝜌
𝑀 ൰𝑥3 ൌ 0.

                ሺ9.21ሻ 

Здɟɫɶ 𝜌 ൌ 1 ൅𝑚 𝑀⁄ .  

Чаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɢɳɟɦ в вɢдɟ 

𝑥1 ൌ 𝐴1𝑒𝑖Z𝑡, 𝑥3 ൌ 𝐴3𝑒𝑖Z𝑡. 
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Пɨдɫɬавɥɹɹ ɱаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ в ɫɢɫɬɟɦɭ (9.21), ɧаɯɨдɢɦ: 

{
 
 

 
 ൤െ𝑚𝜌Z2 ൅ 𝑘 ൬1 ൅

2𝑚𝜌
𝑀 ൰൨𝐴1 ൅ ቆെ

𝑚2

𝑀 Z
2 ൅

2𝑘𝑚𝜌
𝑀 ቇ𝐴3 ൌ 0,

ቆെ
𝑚2

𝑀 Z
2 ൅

2𝑘𝑚𝜌
𝑀 ቇ𝐴1 ൅ ൤െ𝑚𝜌Z2 ൅ 𝑘 ൬1 ൅

2𝑚𝜌
𝑀 ൰൨𝐴3 ൌ 0.

     ሺ9.22ሻ 

Хаɪаɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ дɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9.22) ɡаɩɢɲɟɬɫɹ, ɤаɤ 

ተተ
െ𝑚𝜌Z2 ൅ 𝑘 ൬1 ൅

2𝑚𝜌
𝑀 ൰ ቆെ

𝑚2

𝑀 
Z2 ൅

2𝑘𝑚𝜌
𝑀 ቇ

െ
𝑚2

𝑀 Z
2 ൅

2𝑘𝑚𝜌
𝑀 െ𝑚𝜌Z2 ൅ 𝑘 ൬1 ൅

2𝑚𝜌
𝑀 ൰

ተተ ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 

Z2 ൌ ඨ
𝑘
𝑚,   Z3 ൌ

ඨ𝑘ሺ2𝑚 ൅𝑀ሻ
𝑚𝑀 . 

Пɨ ɫɬаɧдаɪɬɧɨɣ ɩɪɨɰɟдɭɪɟ (дɥɹ ɧɟвɵɪɨɠдɟɧɧɵɯ ɱаɫɬɨɬ) ɩɨɥɭɱаɟɦ 
ɱаɫɬɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɟ ɱаɫɬɨɬаɦ Z2 ɢ Z3: 

ቌ
𝑥1ሺ𝑡ሻ
𝑥3ሺ𝑡ሻ
𝑦1ሺ𝑡ሻ

ቍ ൌ 𝐶2 ൭
1
െ1
0
൱ cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ, ቌ

𝑥1ሺ𝑡ሻ
𝑥3ሺ𝑡ሻ
𝑦1ሺ𝑡ሻ

ቍ ൌ 𝐶3 ൭
1
1
0
൱ cosሺZ3𝑡 ൅ G3ሻ. 

Обɳɢɦ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɣ двɢɠɟɧɢɹ, ɨɩɢɫɵваɸɳɢɦ ɤɨɥɟбаɧɢɟ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑦, бɭдɟɬ  

ቌ
𝑥1ሺ𝑡ሻ
𝑥3ሺ𝑡ሻ
𝑦1ሺ𝑡ሻ

ቍ ൌ 𝐶1 ൭
0
0
1
൱ cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ ൅ 𝐶2 ൭

1
െ1
0
൱ cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ ൅ 

൅𝐶3 ൭
1
1
0
൱ cosሺZ3𝑡 ൅ G3ሻ.          

Каɤ ɭɠɟ ɨɬɦɟɱаɥɨɫɶ ɪаɧɟɟ, ɟɳɟ ɨдɧɢɦ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɦ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɦ 
ɤɨɥɟбаɧɢɟɦ ɹвɥɹɟɬɫɹ дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɨɟ ɤɨɥɟбаɧɢɟ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥𝑧. 
Сɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɟɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɩɨɥɭɱɢɬɫɹ, ɟɫɥɢ в вɵɲɟɩɪɢвɟдɟɧɧɵɯ ɮɨɪɦɭɥаɯ 
ɡаɦɟɧɢɬɶ 𝑦 ɧа 𝑧. ■ 
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Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

9.4. Сɢɫɬɟɦа ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд (𝑎, 𝑏 ൌ const ൐ 0): 

ቊ
𝜉ሷ1 ൅ 𝜉ሷ2 ൅ 𝑎𝜉1 ൌ 0

𝜉ሷ1 ൅ 𝜉ሷ2 ൅ 𝑏𝜉2 ൌ 0
 

Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

9.5. Сɢɫɬɟɦа ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд (𝜉1, 𝜉2 – ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, 𝑚, 𝑘 ൌ const;  𝑚, 𝑘 ൐ 0): 

ቊ
𝑚1𝜉ሷ1 ൅ 𝑘ሺ𝜉1 െ 𝜉2ሻ ൌ 0

𝑚2𝜉ሷ2 ൅ 𝑘ሺ𝜉2 െ 𝜉1ሻ ൌ 0
 

Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

9.6. Сɢɫɬɟɦа ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа дɥɹ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд (𝜉1, 𝜉2 – ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, 𝑚, 𝑘, 𝑙 ൌ const ൐ 0): 

ቊ
𝑚𝜉ሷ1 ൅ 𝑘𝜉1 ൅ 𝑙ሺ𝜉1 െ 𝜉2ሻ ൌ 0

𝑚𝜉ሷ2 ൅ 𝑘𝜉2 ൅ 𝑙ሺ𝜉2 െ 𝜉1ሻ ൌ 0
 

Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

9.7. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɟɫɥɢ ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑎, 𝑈0 ൌ const, 𝑈0 ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑥ሶ

2 ൅ 𝑈0 sin
𝑥
𝑎. 

9.8. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɟɫɥɢ ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐 ൌ const ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑎𝑥ሶ 2 െ 𝑏𝑥2 െ 𝑐

2𝑥 . 

9.9. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɟɫɥɢ ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑎, 𝑈0 ൌ const, 𝑈0 ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2 𝑥ሶ

2 െ 𝑈0𝑥2𝑒
𝑥 𝑎⁄ . 
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9.10. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɟɫɥɢ ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐 ൌ const ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑎𝑥ሶ 2

𝑥 െ
𝑏𝑥

lnሺ𝑥 𝑐⁄ ሻ
. 

9.11. Наɣдɢɬɟ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ (гɥавɧɵɟ) ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑚, 𝑘 ൌ const ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝜉

ሶ12 ൅ 𝜉ሶ22൯ െ
𝑘
2
ሺ𝜉12 ൅ 𝜉22ሻ. 

9.12. Наɣдɢɬɟ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ (гɥавɧɵɟ) ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑚, 𝑘, 𝛼 ൌ const ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝜉

ሶ12 ൅ 𝜉ሶ22൯ െ
𝑘
2
ሺ𝜉12 ൅ 𝜉22ሻ െ 𝛼𝜉1𝜉2. 

9.13. Наɣдɢɬɟ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ (гɥавɧɵɟ) ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɥагɪаɧɠɢаɧ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ вɢд ሺ𝑚1,𝑚2, 𝑘1, 𝑘2 ൌ const ൐ 0ሻ: 

𝐿 ൌ
𝑚1

2 ൫𝜉ሶ1 ൅ 𝜉ሶ2൯
2
൅
𝑚2

2 ൫𝜉ሶ1 െ 𝜉ሶ2൯
2
െ
𝑘1
2
ሺ𝜉1 ൅ 𝜉2ሻ2 െ

𝑘2
2
ሺ𝜉1 െ 𝜉2ሻ2. 

9.14. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɟɫɥɢ 
ɟɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ
𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2

2 െ
Z02

2
ሺ𝑥2 ൅ 𝑦2ሻ ൅ 𝛼𝑥𝑦, Z02, 𝛼 ൌ const,    𝛼 ൐ 0. 

9.15. Два гɪɭɡа ɦаɫɫаɦɢ 𝑚1 ɢ 𝑚2 ɩɪɢɤɪɟɩɥɟɧɵ 
ɤ ɩɪɭɠɢɧаɦ ɠɟɫɬɤɨɫɬɢ 𝑘 (ɪɢɫ. 9.3). Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ 
ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

9.16. Два ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦаɹɬɧɢɤа ɨдɢɧаɤɨвɨɣ 
дɥɢɧɵ 𝑙 ɢ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɫвɹɡаɧɵ ɦɟɠдɭ ɫɨбɨɣ ɩɪɭɠɢɧɨɣ 
ɠɟɫɬɤɨɫɬɢ 𝑘, ɡаɤɪɟɩɥɟɧɧɨɣ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑎 ɨɬ ɬɨɱɤɢ 
ɩɨдвɟɫа (ɪɢɫ. 2.3). Пɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɭɣɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɧаɣдɢɬɟ ɧɨɪɦаɥɶɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɦаɥɵɯ 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ. 

m

Рɢɫ. 9.3

k

k
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9.17. Наɣɬɢ ɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɱаɫɬɨɬ аɧɬɢɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɯ ɢ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɯ 
ваɥɟɧɬɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ CO2. 

9.18. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɤɨɥɟбаɧɢɣ двɭɯаɬɨɦɧɨɣ ɦɨɥɟɤɭɥɵ. Маɫɫɵ аɬɨɦɨв 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɪавɧɵ 𝑚1 ɢ 𝑚2. 

9.19. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɵ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
ɬɪɟɯаɬɨɦɧɨɣ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɧɟɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɣ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ, ɦаɫɫɵ аɬɨɦɨв ɤɨɬɨɪɨɣ ɪавɧɵ 𝑚1, 
𝑚2 ɢ 𝑚3 (ɪɢɫ. 9.4). Сɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɦɟɠдɭ 

аɬɨɦаɦɢ ɦɨɥɟɤɭɥɵ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɭɩɪɭгɢɟ ɫɢɥɵ, ɫ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬаɦɢ 
ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ 𝑘1, 𝑘2 дɥɹ ваɥɟɧɬɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɢ æ дɥɹ 
дɟɮɨɪɦаɰɢɨɧɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟗. 𝟒. 𝜔 ൌ ඨ
𝑎𝑏
𝑎 ൅ 𝑏 .   𝟗. 𝟓. 𝜔 ൌ

ඨ
𝑘ሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻ
𝑚1𝑚2

.   𝟗. 𝟔. 𝜔1 ൌ ඨ
𝑘
𝑚 ,𝜔2 ൌ

ඨ𝑘 ൅ 2𝑙
𝑚 . 

𝟗. 𝟕.ඨ
𝑈0
𝑚𝑎2 .   𝟗. 𝟖.

ඨ𝑏
𝑎  .   𝟗. 𝟗.

ඨ2𝑈0
𝑚  .   𝟗. 𝟏𝟎.ඨ

𝑏
2𝑎 .   𝟗. 𝟏𝟏. 𝛩1 ൌ 𝜉1, 𝛩2 ൌ 𝜉2. 

𝟗. 𝟏𝟐. 𝛩1 ൌ
𝜉1 ൅ 𝜉2
√2

, 𝛩2 ൌ
𝜉1 െ 𝜉2
√2

.   𝟗. 𝟏𝟑. 𝛩1 ൌ 𝜉1 ൅ 𝜉2, 𝛩2 ൌ 𝜉1 െ 𝜉2. 

𝟗. 𝟏𝟒.Z1,22 ൌ Z02 ∓ 𝛼;   𝑥 ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ ൅ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ ; 

𝑦 ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ െ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ ; 

𝛩1 ൌ
𝑥 ൅ 𝑦
2 , 𝛩2 ൌ

𝑥 െ 𝑦
2 ; 𝐶1, 𝐶2, G1, G2 ൌ const. 

𝟗. 𝟏𝟓.Z1,22 ൌ
ሺ2𝑚2 ൅𝑚1ሻ𝑘
2𝑚1𝑚2

േ ඨ
ሺ2𝑚2 ൅𝑚1ሻ2𝑘2

4𝑚1
2𝑚2

2 െ
𝑘2

𝑚1𝑚2
. 

𝟗. 𝟏𝟔. 𝜑1 ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ ൅ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ, 

Рɢɫ. 9.4
1m 2m 3m

2k1k 1l 2l, ,
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 𝜑2 ൌ 𝐶1 cosሺZ1𝑡 ൅ G1ሻ െ 𝐶2 cosሺZ2𝑡 ൅ G2ሻ, 

Z1 ൌ ට
𝑔
𝑙 ,   Z2 ൌ

ඨ𝑔
𝑙 ൅

2𝑘𝑎2

𝑚𝑙2 ; 

𝛩1 ൌ
𝜑1 ൅ 𝜑2

2 ,   𝛩2 ൌ
𝜑1 െ 𝜑2

2 ;  𝐶1, 𝐶2, G1, G2 ൌ const. 

𝟗. 𝟏𝟕. 1.9.    𝟗. 𝟏𝟖.Z ൌ ඨ
𝑘ሺ𝑚1 ൅𝑚2ሻ
𝑚1𝑚2

, 𝑘 ൌ const. 

𝟗. 𝟏𝟗.Z12 ൌ
æሺ𝑙1 ൅ 𝑙2ሻ2

4𝑙12𝑙22
ቆ
𝑙22

𝑚1
൅
ሺ𝑙1 ൅ 𝑙2ሻ2

𝑚2
൅
𝑙12

𝑚3
ቇ, 

Z2,32 ൌ
ቀ𝑘1𝑚1

൅ 𝑘1
𝑚2
ቁ ൅ ቀ𝑘2𝑚2

൅ 𝑘2
𝑚3
ቁ േ ඨቆቀ𝑘1𝑚1

൅ 𝑘1
𝑚2
ቁ ൅ ቀ𝑘2𝑚2

൅ 𝑘2
𝑚3
ቁቇ

2

െ 4𝜇𝑘1𝑘2
𝑚1𝑚2𝑚3

2 , 

𝜇 ൌ 𝑚1 ൅𝑚2 ൅𝑚3. 

§ 10. Теɧɡɨɪ ɢɧеɪɰɢɢ 
Каɤ ɭɠɟ ɭɩɨɦɢɧаɥɨɫɶ ɪаɧɟɟ, ɩɨд ɬвɟɪдɵɦ ɬɟɥɨɦ в ɦɟɯаɧɢɤɟ ɩɨɧɢɦаɟɬɫɹ 

ɫɢɫɬɟɦа ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ, ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ ɦɟɠдɭ ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɧɟɢɡɦɟɧɧɵ. 
Твɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ ɨбɥадаɟɬ ɲɟɫɬɶɸ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 1.8). Дɥɹ 
ɨдɧɨɡɧаɱɧɨгɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ 
ɢɧɟɪɰɢаɥɶɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɬɫɱɟɬа 𝐾 (ɫ ɨɫɹɦɢ 𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ввɟдɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ 𝐾ᇱ (ɫ ɨɫɹɦɢ 
𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱሻ, ɠɟɫɬɤɨ ɫвɹɡаɧɧɭɸ ɫ ɬвɟɪдɵɦ ɬɟɥɨɦ. Наɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐾ᇱ 
ɭдɨбɧɨ вɵбɪаɬɶ в ɰɟɧɬɪɟ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа. Пɪɨɢɡвɨɥɶɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ ɩаɪаɥɥɟɥɶɧɨгɨ ɩɟɪɟɧɨɫа ɬɟɥа в 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɢ ɩɨвɨɪɨɬа вɨɤɪɭг ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ.  

В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɡадаɸɳɢɯ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, 
вɵбɟɪɟɦ ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ 𝑹 ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ (дɥɹ ɨɩɢɫаɧɢɹ ɩɨɫɬɭɩаɬɟɥɶɧɨгɨ 
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двɢɠɟɧɢɹ) ɢ ɬɪɢ ɭгɥа, ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɸɳɢɯ ɨɪɢɟɧɬаɰɢɸ ɨɫɟɣ 𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱ ɩɨ 
ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ ɤ ɨɫɹɦ 𝑥, 𝑦, 𝑧 (дɥɹ ɨɩɢɫаɧɢɹ вɪаɳаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ).  

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа  

𝑇 ൌ
P𝑉2

2 ൅
1
2 ෍ 𝐼DE𝛺D𝛺E

3

D,E=1

,                                    ሺ10.1ሻ 

гдɟ P, 𝑽, 𝜴  � ɦаɫɫа, ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɢ ɭгɥɨваɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ вɪаɳɟɧɢɹ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, а 𝐼DE � тензор моментов инерɰии ɢɥɢ ɩɪɨɫɬɨ 
тензор инерɰии ɬɟɥа. Иɧдɟɤɫɵ D,E в (10.1) ɧɭɦɟɪɭɸɬ ɨɫɢ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝐾ᇱ. Кɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɬɟɧɡɨɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 
ɫɥɟдɭɸɳɟɣ ɬабɥɢɰɵ: 

𝐼DE ൌ

(

  
 
෍𝑚ሺ𝑦ᇱ2 ൅ 𝑧ᇱ2ሻ െ෍𝑚𝑥ᇱ𝑦ᇱ െ෍𝑚𝑥ᇱ𝑧ᇱ

െ෍𝑚𝑦ᇱ𝑥ᇱ ෍𝑚ሺ𝑥ᇱ2 ൅ 𝑧ᇱ2ሻ െ෍𝑚𝑦ᇱ𝑧ᇱ

െ෍𝑚𝑧ᇱ𝑥ᇱ െ෍𝑚𝑧ᇱ𝑦ᇱ ෍𝑚ሺ𝑥ᇱ2 ൅ 𝑦ᇱ2ሻ)

  
 
,    ሺ10.2ሻ 

гдɟ ɫɭɦɦɢɪɨваɧɢɟ вɟдɟɬɫɹ ɩɨ вɫɟɦ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɦ ɬɨɱɤаɦ ɫɢɫɬɟɦɵ. Иɡ 
ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɢɹ (10.2) вɢдɧɨ, ɱɬɨ ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɹвɥɹɟɬɫɹ аддитивной 
вɟɥɢɱɢɧɨɣ – ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа ɪавɧɵ ɫɭɦɦаɦ ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ ɟгɨ 
ɱаɫɬɟɣ. Еɫɥɢ вɨɡɦɨɠɧɨ ввɟɫɬɢ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа U, ɬɨ в (10.2) ɫɭɦɦа 
ɡаɦɟɧɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ ɩɨ ɨбɴɟɦɭ ɬɟɥа: 

𝐼DE ൌ

(

 
 
 
නUሺ𝑦ᇱ2 ൅ 𝑧ᇱ2ሻ𝑑𝑉 െනU𝑥ᇱ𝑦ᇱ𝑑𝑉 െන U𝑥ᇱ𝑧ᇱ𝑑𝑉

െන U𝑦ᇱ𝑥ᇱ𝑑𝑉 නUሺ𝑥ᇱ2 ൅ 𝑧ᇱ2ሻ𝑑𝑉 െන U𝑦ᇱ𝑧ᇱ 𝑑𝑉

െනU𝑧ᇱ𝑥ᇱ𝑑𝑉 െන U𝑧ᇱ𝑦ᇱ𝑑𝑉 න Uሺ𝑥ᇱ2 ൅ 𝑦ᇱ2ሻ𝑑𝑉)

 
 
 
.     ሺ10.3ሻ 

Тɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɧ, ɬ.ɟ.  

𝐼DE ൌ 𝐼ED. 

Каɤ ɢ вɫɹɤɢɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɣ ɬɟɧɡɨɪ вɬɨɪɨгɨ ɪаɧга, ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ 
ɩɪɢвɟдɟɧ ɤ дɢагɨɧаɥɶɧɨɦɭ вɢдɭ ɩɭɬɟɦ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɟгɨ вɵбɨɪа ɧаɩɪавɥɟɧɢɣ 
ɨɫɟɣ 𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɬɟɥа. Эɬɢ ɧаɩɪавɥɟɧɢɹ ɧаɡɵваɸɬ главнɵми осɹми 
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инерɰии, а ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɟ ɡɧаɱɟɧɢɹ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ ɬɟɧɡɨɪа – главнɵми 
моментами инерɰии. Обɨɡɧаɱɢɦ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 
 𝐼11 ൌ 𝐼𝑥ᇲ ൌ 𝐼1,  𝐼22 ൌ 𝐼𝑦ᇲ ൌ 𝐼2,  𝐼33 ൌ 𝐼௭ᇲ ൌ 𝐼3. Тɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɩɪɢ ɷɬɨɦ бɭдɟɬ 
ɢɦɟɬɶ вɢд 

𝐼DE ൌ ൭
𝐼1 0 0
0 𝐼2 0
0 0 𝐼3

൱, 

а ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɡаɩɢɲɟɬɫɹ ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

𝑇 ൌ
P𝑉2

2 ൅
1
2
ሺ𝐼1𝛺12 ൅ 𝐼2𝛺22 ൅ 𝐼3𝛺32ሻ.                            ሺ10.4ሻ 

Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа 
ɧадɨ ɧаɣɬɢ ɟгɨ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ. 

Задаɱа 10.1. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ двɭɯаɬɨɦɧɨɣ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ (ɬаɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɦɨɠɧɨ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɬɶ ɤаɤ жесткий ротатор: двɟ 
ɱаɫɬɢɰɵ, ɫɤɪɟɩɥɟɧɧɵɟ ɠɟɫɬɤɢɦ ɧɟвɟɫɨɦɵɦ ɫɬɟɪɠɧɟɦ). 

□ Пɭɫɬɶ 𝑙 � ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ аɬɨɦаɦɢ. Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑧ᇱ ɩɨ ɨɫɢ 
ɦɨɥɟɤɭɥɵ. Даɥɟɟ ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɧаɱаɥɨ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɰɟɧɬɪɨɦ ɢɧɟɪɰɢɢ ɦɨɥɟɤɭɥɵ, 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɦ ɪавɟɧɫɬвɨɦ 

𝑚1𝑧1ᇱ ൅ 𝑚2𝑧2ᇱ ൌ 0,                                                 ሺ10.5ሻ 

гдɟ 𝑚1,𝑚2 и 𝑧1ᇱ , 𝑧2ᇱ  � ɦаɫɫɵ ɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɩɟɪвɨгɨ ɢ вɬɨɪɨгɨ аɬɨɦɨв 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠдɭ аɬɨɦаɦɢ 𝑙, ɬɨ 

|𝑧2ᇱ െ 𝑧1ᇱ| ൌ 𝑙.                                                       ሺ10.6ሻ 

Иɡ (10.5) ɢ (10.6) ɧаɯɨдɢɦ (в ɩɪɟдɩɨɥɨɠɟɧɢɢ, ɱɬɨ 𝑧2ᇱ ൐ 𝑧1ᇱ): 

𝑧1ᇱ ൌ െ
𝑚2𝑙

𝑚1 ൅𝑚2
;  𝑧2ᇱ ൌ

𝑚1𝑙
𝑚1 ൅𝑚2

 . 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑥ᇱ,  𝑦ᇱ аɬɨɦɨв ɪавɧɵ ɧɭɥɸ, ɬɨ, ɤаɤ вɢдɧɨ ɢɡ 
ɮɨɪɦɭɥɵ (10.2), ɨɬɥɢɱɧɵɦɢ ɨɬ ɧɭɥɹ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬаɦɢ ɬɟɧɡɨɪа ɢɧɟɪɰɢɢ бɭдɭɬ  

𝐼1 ൌ 𝐼2 ൌ ෍𝑚𝑎𝑧𝑎ᇱ2 ൌ
2

𝑎=1

𝑚1𝑧1ᇱ2 ൅ 𝑚2𝑧2ᇱ2 ൌ
𝑚1𝑚2

𝑚1 ൅𝑚2
𝑙2. 
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Таɤ ɤаɤ ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɩɨɥɭɱɢɥɫɹ дɢагɨɧаɥɶɧɵɦ, ɬɨ ɧаɣдɟɧɧɵɟ 
ɡɧаɱɟɧɢɹ ɹвɥɹɸɬɫɹ гɥавɧɵɦɢ ɦɨɦɟɧɬаɦɢ ɢɧɟɪɰɢɢ ɦɨɥɟɤɭɥɵ. 

 ■ 

Задаɱа 10.2. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɲаɪа 
ɦаɫɫɵ P ɢ ɪадɢɭɫа 𝑅.  

□ В ɫɢɥɭ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɲаɪа ɧаɯɨдɢɬɫɹ в ɟгɨ 
ɰɟɧɬɪɟ, а ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ дɢагɨɧаɥɟɧ, ɩɪɢɱɟɦ 𝐼1 ൌ 𝐼2 ൌ 𝐼3 ൌ 𝐼. Вɵɱɢɫɥɟɧɢɹ 
ɭдɨбɧɨ ɩɪɨвɨдɢɬɶ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɧаɱаɥɨɦ в ɰɟɧɬɪɟ ɲаɪа. 
Пɨɫɤɨɥɶɤɭ дɟɤаɪɬɨвɵ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫвɹɡаɧɵ ɫɨ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɦɢ 
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦɢ 𝑥ᇱ ൌ 𝑟sin𝜃cos𝜑, 𝑦ᇱ ൌ 𝑟sin𝜃sin𝜑, 𝑧ᇱ ൌ 𝑟cos𝜃, ɬɨ ɦɨɦɟɧɬ 
ɢɧɟɪɰɢɢ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ: 

𝐼 ൌ න Uሺ𝑥ᇱ2 ൅ 𝑦ᇱ2ሻ𝑑𝑉 ൌ Uන න න 𝑟4sin3𝜃
𝑅

0

2S

0

S

0
𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃 ൌ

8S𝑅5

15 U.       ሺ10.7ሻ 

В ɮɨɪɦɭɥɟ (10.7) ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ ɹɤɨбɢаɧ ɩɟɪɟɯɨда ɨɬ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɯ 
дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɤ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɦ ɪавɟɧ 𝑟2sin𝜃. Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ 
ɲаɪа U ൌ 3P 4S𝑅3⁄ , ɬɨ, ɩɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ ɡɧаɱɟɧɢɟ в (10.7), ɧаɣдɟɦ:  

𝐼 ൌ
2P𝑅2

5 . 

■ 

Фɨɪɦɭɥɵ (10.2), (10.3) ɩɨɡвɨɥɹɸɬ ɧаɣɬɢ ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ 𝐼DE, 
вɵɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɧаɱаɥɨɦ в ɰɟɧɬɪɟ ɢɧɟɪɰɢɢ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа. Пɭɫɬɶ 𝐼DE𝐴  – ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ, ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɵɣ ɩɨ ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ ɤ 
ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɧаɱаɥɨɦ в ɬɨɱɤɟ 𝐴. Бɭдɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɬɨɱɤа 𝐴 ɧаɯɨдɢɬɫɹ 
ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝒂 ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа. Свɹɡɶ ɦɟɠдɭ ɬɟɧɡɨɪаɦɢ 𝐼DE𝐴  ɢ 𝐼DE 
ɭɫɬаɧавɥɢваɟɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ 

𝐼DE𝐴 ൌ 𝐼DE ൅ P൫𝑎2GDE െ 𝑎D𝑎E൯,                                 ሺ10.8ሻ 

гдɟ GDE � ɫɢɦвɨɥ Кɪɨɧɟɤɟɪа: 

GDE ൌ ൜
1, при D ൌ E,
0, при D ് E. 
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Задаɱа 10.3. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ 
ɩɨɥɭɲаɪа ɦаɫɫɵ P ɢ ɪадɢɭɫа R (ɪɢɫ. 10.1).  

□ Сɧаɱаɥа ɨɩɪɟдɟɥɢɦ ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ 
ɩɨɥɭɲаɪа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ 
ɰɟɧɬɪɨɦ в ɬɨɱɤɟ 𝐴 � ɰɟɧɬɪɟ ɲаɪа. Пɨɫɤɨɥɶɤɭ 
ɬɟɧɡɨɪ ɢɧɟɪɰɢɢ аддɢɬɢвɟɧ ɩɨ ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ ɤ 
ɱаɫɬɹɦ, ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɨɫɬɨɢɬ ɬɟɥɨ, ɬɨ ɬɟɧɡɨɪ 
ɢɧɟɪɰɢɢ ɩɨɥɭɲаɪа 𝐼DE𝐴 ሺPሻ (вɵɱɢɫɥɟɧɧɵɣ 
ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɬɨɱɤɢ 𝐴) ɫвɹɡаɧ ɫ ɬɟɧɡɨɪɨɦ ɲаɪа 
𝐼DEሺ2Pሻ (вɵɱɢɫɥɟɧɧɵɦ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɬɨɣ ɠɟ 

ɬɨɱɤɢ в ɡадаɱɟ 10.2) вɵɪаɠɟɧɢɟɦ:  

𝐼DE𝐴 ሺPሻ ൌ
𝐼DEሺ2Pሻ
2 ൌ ൝  

2
5P𝑅

2, при D ൌ E,

 0, при D ് E.
   

Тɟɩɟɪɶ вɵɱɢɫɥɢɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ (ɬɨɱɤɢ 𝑂) ɩɨɥɭɲаɪа. Иɡ 
ɫɨɨбɪаɠɟɧɢɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ ɨɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ бɭдɟɬ ɧаɯɨдɢɬɶɫɹ ɧа 
ɨɫɢ 𝑧ᇱ, ɬ.ɟ. ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ вɟɤɬɨɪа 𝒂, ɡадаɸɳɟгɨ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ 
ɩɨɥɭɲаɪа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɬɨɱɤɢ 𝐴, ɟɫɬɶ (0, 0, 𝑎3). Кɨɨɪдɢɧаɬа 𝑎3 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ 
ɪавɟɧɫɬвɨɦ: 

𝑎3 ൌ
1
P
න U𝑧ᇱ𝑑𝑉 ൌ

U
P
න න න 𝑟3sin𝜃cos𝜃

𝑅

0

2S

0

S/2

0
𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃 ൌ

3
8𝑅. 

Даɥɟɟ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɮɨɪɦɭɥɭ (10.8), ɧаɣдɟɦ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɬɟɧɡɨɪа 𝐼DEሺPሻ 
ɩɨɥɭɲаɪа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɰɟɧɬɪɨɦ в ɬɨɱɤɟ 𝑂. С ɭɱɟɬɨɦ 
ɪавɟɧɫɬва ɧɭɥɸ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ 𝑎1 ɢ 𝑎2, ɮɨɪɦɭɥа (10.8) бɭдɟɬ ɢɦɟɬɶ вɢд: 

𝐼DEሺPሻ ൌ 𝐼DE𝐴 ሺPሻ െ P൫𝑎32GDE െ 𝑎D𝑎E൯.                           ሺ10.9ሻ 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ (10.9) ɧаɯɨдɢɦ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ: 

𝐼1ሺPሻ ൌ 𝐼11ሺPሻ ൌ 𝐼2ሺPሻ ൌ 𝐼22ሺPሻ ൌ 𝐼11𝐴 ሺPሻ െ P𝑎32 ൌ
83
320P𝑅

2, 

𝐼3ሺPሻ ൌ 𝐼33ሺPሻ ൌ 𝐼33𝐴 ሺPሻ െ  Pሺ𝑎32 െ 𝑎32ሻ ൌ
2
5P𝑅

2. 

■ 

О

Рɢɫ. 10.1

z’
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Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

10.4. Наɣдɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ 
ɢɧɟɪɰɢɢ ɦɨɥɟɤɭɥɵ ɢɡ ɬɪɟɯ ɨдɢɧаɤɨвɵɯ 
аɬɨɦɨв, ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɧɵɯ в вɟɪɲɢɧаɯ 
ɪавɧɨбɟдɪɟɧɧɨгɨ ɬɪɟɭгɨɥɶɧɢɤа (ɪɢɫ. 10.2). 

10.5. Твɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ 
ɧабɨɪ 𝑁 ɱаɫɬɢɰ ɦаɫɫɵ 𝑚, ɧаɯɨдɹɳɢɯɫɹ ɧа 
ɨдɧɨɣ ɩɪɹɦɨɣ, вɫɟ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ ɦɟɠдɭ 
ɫɨɫɟдɧɢɦɢ ɱаɫɬɢɰаɦɢ ɨдɢɧаɤɨвɵ ɢ ɪавɧɵ 𝑎. 
Чɟɦɭ ɪавɟɧ ɬɟɧɡɨɪ ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ 

ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ ɬаɤɨгɨ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа? 

 
Уɤаɡаɧɢɟ: ෍𝑘2 ൌ

𝑁ሺ𝑁 ൅ 1ሻሺ2𝑁 ൅ 1ሻ
6

𝑁

𝑘=1

. 

 
10.6. Твɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɧабɨɪ 𝑁 ɱаɫɬɢɰ ɦаɫɫɵ 𝑚, 

ɧаɯɨдɹɳɢɯɫɹ ɧа дɥɢɧɧɨɦ ɭɡɤɨɦ ɫɬɟɪɠɧɟ дɥɢɧɨɣ 𝑙 ɢ ɦаɫɫɨɣ 𝑀, ɪаɫɫɬɨɹɧɢɹ 
ɦɟɠдɭ ɫɨɫɟдɧɢɦɢ ɱаɫɬɢɰаɦɢ ɨдɢɧаɤɨвɵ ɢ ɪавɧɵ 𝑎. Чɟɦɭ ɪавɟɧ ɬɟɧɡɨɪ 
ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ ɬаɤɨгɨ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɟгɨ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ? 

10.7. Чаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫаɦɢ 𝑚 ɢ 𝑀 ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɵ ɩɨ вɟɪɲɢɧаɦ ɤвадɪаɬа ɫɨ 
ɫɬɨɪɨɧɨɣ 𝑎 (ɪɢɫ. 10.3). Наɣдɢɬɟ ɬɟɧɡɨɪ ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ дɥɹ ɨɫɟɣ 𝑥, 𝑦, 𝑧 (ɨɫɶ 
𝑧 ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧа ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɪɢɫɭɧɤа ɢ ɩɪɨɯɨдɢɬ ɱɟɪɟɡ ɟгɨ ɰɟɧɬɪ) дɥɹ 
ɪаɡɥɢɱɧɵɯ ɧаɩɪавɥɟɧɢɣ ɨɫɟɣ 𝑥, 𝑦 (ɪɢɫ. 10.3а) ɢ 10.3б)).  
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а) б) 

Рɢɫ. 10.3 

10.8. Чɟɬɵɪɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɵ ɩɨ вɟɪɲɢɧаɦ ɩɪавɢɥɶɧɨгɨ 
ɬɟɬɪаɷдɪа ɫɨ ɫɬɨɪɨɧɨɣ 𝑎. Наɣдɢɬɟ ɬɟɧɡɨɪ ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ ɬаɤɨгɨ ɬɟɥа 
ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ в гɥавɧɵɯ ɨɫɹɯ. 

10.9. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ 
ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨгɨ ɩаɪаɥɥɟɥɟɩɢɩɟда ɫ ɪɟбɪаɦɢ дɥɢɧɵ 2𝑎, 2𝑏, 2𝑐 ɢ ɦаɫɫɨɣ P. 

10.10. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɤɪɭгɨвɨгɨ 
ɤɨɧɭɫа ɫ вɵɫɨɬɨɣ 𝐻, ɪадɢɭɫɨɦ ɨɫɧɨваɧɢɹ 𝑅 ɢ ɦаɫɫɨɣ P. 

10.11. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɫɩɥɨɲɧɨгɨ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ 
ɩɨɥɭɰɢɥɢɧдɪа ɦаɫɫɵ P, ɪадɢɭɫа R ɢ дɥɢɧɵ 𝐻. 

10.12. Твɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɬɨɧɤɢɣ 
ɤɪɭгɥɵɣ дɢɫɤ ɦаɫɫɵ 𝑀 ɢ ɪадɢɭɫа 𝑎, в ɤɨɬɨɪɨɦ вɵɪɟɡаɧɨ 
ɤɪɭгɥɨɟ ɨɬвɟɪɫɬɢɟ дɢаɦɟɬɪɨɦ 𝑎, ɤаɤ ɩɨɤаɡаɧɨ ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ 
10.4. На ɤаɤɨɦ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɤɪɭга ɧаɯɨдɢɬɫɹ 
ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬаɤɨгɨ ɬɟɥа? Каɤɨва вɟɥɢɱɢɧа ɦɨɦɟɧɬа 
ɢɧɟɪɰɢɢ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɨɫɢ, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨɣ ɬвɟɪдɨɦɭ 
ɬɟɥɭ ɢ ɩɪɨɯɨдɹɳɟɣ ɱɟɪɟɡ ɟгɨ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ? 

10.13. Наɣдɢɬɟ ɬɟɧɡɨɪ ɦɨɦɟɧɬɨв ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɨɧɤɨɫɬɟɧɧɨɣ ɩɨɥɭɫɮɟɪɵ 
ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɪадɢɭɫа 𝑎 ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟎. 𝟒. 𝐼1 ൌ
2𝑚
3 ℎ2,   𝐼2 ൌ

𝑚
2 𝑎

2,    𝐼3 ൌ 𝑚ቆ
2
3ℎ

2 ൅
𝑎2

2 ቇ ; 

ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɥɟɠɢɬ ɧа вɵɫɨɬɟ ɬɪɟɭгɨɥɶɧɢɤа ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ ℎ/3 ɨɬ ɨɫɧɨваɧɢɹ. 

𝟏𝟎. 𝟓.

(

 
 
𝑚𝑎2

12 𝑁ሺ𝑁2 െ 1ሻ 0 0

0
𝑚𝑎2

12 𝑁ሺ𝑁2 െ 1ሻ 0
0 0 0)

 
 
. 
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𝟏𝟎. 𝟔.

(

 
 
𝑀𝑙2

12 ൅
𝑚𝑎2

12 𝑁ሺ𝑁2 െ 1ሻ 0 0

0
𝑀𝑙2

12 ൅
𝑚𝑎2

12 𝑁ሺ𝑁2 െ 1ሻ 0
0 0 0)

 
 
. 

𝟏𝟎. 𝟕.  аሻ 

(

 
 

𝑚 ൅𝑀
2 𝑎2

𝑚 െ𝑀
2 𝑎2 0

𝑚 െ𝑀
2 𝑎2

𝑚 ൅𝑀
2 𝑎2 0

0 0 ሺ𝑚 ൅𝑀ሻ𝑎2)

 
 
; 

бሻ ൭
𝑚𝑎2 0 0
0 𝑀𝑎2 0
0 0 ሺ𝑚 ൅𝑀ሻ𝑎2

൱. 

𝟏𝟎. 𝟖. ൭
𝑚𝑎2 0 0
0 𝑚𝑎2 0
0 0 𝑚𝑎2

൱. 

𝟏𝟎. 𝟗.  𝐼1 ൌ
1
3P
ሺ𝑏2 ൅ 𝑐2ሻ, 𝐼2 ൌ

1
3P
ሺ𝑎2 ൅ 𝑐2ሻ,   𝐼3 ൌ

1
3P
ሺ𝑎2 ൅ 𝑏2ሻ. 

𝟏𝟎. 𝟏𝟎. 𝐼1 ൌ 𝐼2 ൌ
3
20Pቆ𝑅

2 ൅
𝐻2

4 ቇ,   𝐼3 ൌ
3
10P𝑅

2;  𝑧ᇱ െ  ось конуса. 

𝟏𝟎. 𝟏𝟏. 𝐼1 ൌ P𝑅2 ൬
1
4 െ

16
9𝜋2൰ ൅

P𝐻2

12 , 𝐼2 ൌ
P
4 ቆ𝑅

2 ൅
𝐻2

3 ቇ , 𝐼3 ൌ
P𝑅2

2 ൬1 െ
32
9𝜋2൰ ; 

𝑦ᇱ – ɨɫɶ, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧаɹ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɪаɡɪɟɡа ɩɨɥɭɰɢɥɢɧдɪа, 𝑧ᇱ – ɨɫɶ, 

ɧаɩɪавɥɟɧɧаɹ вдɨɥɶ ɩɨɥɭɰɢɥɢɧдɪа ɩаɪаɥɥɟɥɶɧɨ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɪаɡɪɟɡа. 

𝟏𝟎. 𝟏𝟐. Цɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ  𝑎/6 ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɤɪɭга, ɦɨɦɟɧɬ 

ɢɧɟɪɰɢɢ  37
72
𝑀𝑎2.  
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𝟏𝟎. 𝟏𝟑.

(

  
 
 

5𝑚𝑎2

12 0 0

0
5𝑚𝑎2

12 0

0 0
2𝑚𝑎2

3 )

  
 
 
. 

§ 11. Угɥɵ Эɣɥеɪа. Иɧɬегɪɢɪɨваɧɢе ɭɪавɧеɧɢɣ двɢжеɧɢɹ 
ɬвеɪдɨгɨ ɬеɥа  

В § 10 ɨɬɦɟɱаɥɨɫɶ, ɱɬɨ дɥɹ ɨɩɢɫаɧɢɹ вɪаɳаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɬвɟɪдɨгɨ 
ɬɟɥа ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ ɡадаɬɶ ɬɪɢ ɭгɥа, ɤɨɬɨɪɵɟ ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɸɬ ɨɪɢɟɧɬаɰɢɸ ɨɫɟɣ 
ሺ𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱሻ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐾ᇱ, ɠɟɫɬɤɨ ɫвɹɡаɧɧɨɣ ɫ ɬвɟɪдɵɦ ɬɟɥɨɦ, ɩɨ ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ ɤ 
ɨɫɹɦ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐾. Обɵɱɧɨ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɬɪɟɯ ɬаɤɢɯ ɭгɥɨв 
ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬ ɷɣɥɟɪɨвɵ ɭгɥɵ 𝜑, 𝜃, 𝜓.  

Дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɷɬɢɯ ɭгɥɨв ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɧаɱаɥɨ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐾 ɫ ɧаɱаɥɨɦ 
ɫɢɫɬɟɦɵ 𝐾ᇱ. Эɬɨ ɦɨɠɧɨ ɫдɟɥаɬɶ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ в даɧɧɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɧаɫ ɧɟ ɢɧɬɟɪɟɫɭɟɬ 
ɩɨɫɬɭɩаɬɟɥɶɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ ɬɟɥа. Лɸбɨɣ ɩɨвɨɪɨɬ ɬɟɥа ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ ɤаɤ 
ɩɨɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɩɨɤаɡаɧɧɵɯ ɧа ɪɢɫ. 11.1 ɬɪɟɯ ɩɨвɨɪɨɬɨв: 

� ɩɨвɨɪɨɬа вɨɤɪɭг ɨɫɢ 𝑧 ɧа ɭгɨɥ 𝜑 (ɪɢɫ. 11.1 а); 
� ɩɨвɨɪɨɬа вɨɤɪɭг ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɣ в ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ ɩɟɪвɨгɨ ɩɨвɨɪɨɬа ɥɢɧɢɢ 

ON (ɧаɡɵваɟɦɨɣ ɥɢɧɢɟɣ ɭɡɥɨв) ɧа ɭгɨɥ 𝜃 (ɪɢɫ. 11.1 б); 
� ɩɨвɨɪɨɬа вɨɤɪɭг ɨɫɢ 𝑧ᇱ ɧа ɭгɨɥ 𝜓  (ɪɢɫ. 11.1 в). 

Наɩɪавɥɟɧɢɟ ɤаɠдɨгɨ ɢɡ ɩɨвɨɪɨɬɨв ɫвɹɡаɧɨ ɫ ɧаɩɪавɥɟɧɢɟɦ ɨɫɢ, вɨɤɪɭг 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɨɧ ɨɫɭɳɟɫɬвɥɹɟɬɫɹ, ɩɪавɢɥɨɦ ɩɪавɨгɨ вɢɧɬа. Лɢɧɢɹ ɭɡɥɨв (ɤаɤ ɦɨɠɧɨ 
вɢдɟɬɶ ɢɡ ɪɢɫɭɧɤа) ɟɫɬɶ ɥɢɧɢɹ ɩɟɪɟɫɟɱɟɧɢɹ ɩɥɨɫɤɨɫɬɟɣ 𝑥ᇱ𝑦ᇱ ɢ 𝑥𝑦. Угɨɥ 𝜑 
ɨбɪаɡɨваɧ ɨɫɶɸ 𝑋 ɢ ɥɢɧɢɟɣ ɭɡɥɨв, ɭгɨɥ 𝜓  � ɥɢɧɢɟɣ ɭɡɥɨв ɢ ɨɫɶɸ 𝑥, ɢ ɭгɨɥ 𝜃 
ɟɫɬɶ ɭгɨɥ ɦɟɠдɭ ɨɫɹɦɢ 𝑧 ɢ 𝑧ᇱ. Зɧаɱɟɧɢɹ ɭгɥɨв 𝜑 ɢ 𝜓  ɦɨгɭɬ ɢɡɦɟɧɹɬɶɫɹ в 
ɩɪɟдɟɥаɯ ɨɬ 0 дɨ 2𝜋, а ɡɧаɱɟɧɢɟ ɭгɥа 𝜃 ɨгɪаɧɢɱɢваɸɬ ɢɧɬɟɪваɥɨɦ ɨɬ 0 дɨ 𝜋.  

 

 



136 

 

N
x’

y’

z’z

x

y
O

T

N
x’

y’

z

x

yO

T

N

x’

y’

z

x

yO

M

M

\
z’

Рɢɫ. 11.1

а б в

\

z’

 

 

Пɪɨɟɤɰɢɢ вɟɤɬɨɪа ɭгɥɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 𝜴  ɧа ɨɫɢ ɩɨдвɢɠɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ (𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱሻ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɱɟɪɟɡ ɷɣɥɟɪɨвɵ ɭгɥɵ ɫɥɟдɭɸɳɢɦɢ 
вɵɪаɠɟɧɢɹɦɢ: 

  ቐ
𝛺1 ൌ 𝜑ሶ sin 𝜃 sin𝜓 ൅ 𝜃ሶ cos𝜓 ,
𝛺2 ൌ 𝜑ሶ sin 𝜃 cos𝜓 െ 𝜃ሶ sin𝜓,

𝛺3 ൌ 𝜑ሶ cos 𝜃 ൅ 𝜓.ሶ
                              ሺ11.1ሻ  

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɷɬɢɯ вɵɪаɠɟɧɢɣ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа (10.4) в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝜃,𝜓 ɢ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 𝜑ሶ , 𝜃ሶ , 𝜓ሶ , 𝑹ሶ  (ɡдɟɫɶ ɩɨд 𝑹ሶ  ɩɨɧɢɦаɸɬɫɹ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ ɩɨ 
вɪɟɦɟɧɢ ɨɬ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа). Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑹,𝜑, 𝜃, 𝜓. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, 
ɥагɪаɧɠɢаɧ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɡаɩɢɫаɧ в вɢдɟ 

𝐿 ൌ 𝑇൫𝑹ሶ , 𝜑ሶ , 𝜃ሶ , 𝜓ሶ , T, 𝜓൯ െ 𝑈ሺ𝑹,𝜑, 𝜃, 𝜓ሻ.  

Задаɱа 11.1. Вɵɪаɡɢɬɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ вɪаɳаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ 
ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ вɨɥɱɤа ɱɟɪɟɡ ɭгɥɵ Эɣɥɟɪа. 

□ Сɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɦ вɨɥɱɤɨɦ ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɥɸбɨɟ ɬвɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ, ɭ ɤɨɬɨɪɨгɨ 
два гɥавɧɵɯ ɦɨɦɟɧɬа ɢɧɟɪɰɢɢ ɪавɧɵ ɦɟɠдɭ ɫɨбɨɣ ɢ ɨɬɥɢɱаɸɬɫɹ ɨɬ ɬɪɟɬɶɟгɨ. 
Пɭɫɬɶ, ɧаɩɪɢɦɟɪ, 
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𝐼 ൌ 𝐼1 ൌ 𝐼2 ് 𝐼3. 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɮɨɪɦɭɥ (10.4) ɢ (11.1) дɥɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ 
вɪаɳаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɩɨɥɭɱаɟɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ: 

𝑇вр ൌ
𝐼
2
ሺ𝛺12 ൅ 𝛺22ሻ ൅

𝐼3
2 𝛺3

2 ൌ
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ ൅
𝐼3
2 ൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓

ሶ ൯2.    ሺ11.2ሻ 

■ 

Задаɱа 11.2. Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɬɨɧɤɨгɨ ɫɬɟɪɠɧɹ ɦаɫɫɵ 
P ɢ дɥɢɧɵ 2𝑙, двɢɠɭɳɟгɨɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ Зɟɦɥɢ. 

□ В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ вɵбɟɪɟɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ɰɟɧɬɪа 
ɬɹɠɟɫɬɢ (ɢɧɟɪɰɢɢ) ɫɬɟɪɠɧɹ ɢ ɭгɥɵ Эɣɥɟɪа 𝜑, 𝜃, 𝜓. Иɡ ɫɨɨбɪаɠɟɧɢɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ 
ɨɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ два гɥавɧɵɯ ɦɨɦɟɧɬа ɢɧɟɪɰɢɢ ɫɨвɩадаɸɬ, ɧаɩɪɢɦɟɪ, 𝐼 ൌ 𝐼1 ൌ 𝐼2, 
а ɦɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ 𝐼3 ൌ 0 (ɬɨɥɳɢɧɨɣ ɫɬɟɪɠɧɹ ɩɪɟɧɟбɪɟгаɟɦ). С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ 
ɩɨɥɧаɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ бɭдɟɬ ɪавɧа: 

𝑇 ൌ
P
2 ൫𝑋

ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑍ሶ2൯ ൅
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯. 

Мɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ 

𝐼 ൌ
P
2𝑙 න𝑧

ᇱ2𝑑𝑧ᇱ ൌ
𝑙

−𝑙

P𝑙2

3 . 

Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɦɨɠɧɨ 
ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝑇 ൌ
P
2 ൫
𝑋ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑍ሶ2൯ ൅

P𝑙2

6 ൫𝜑ሶ 2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯. 

Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑧 вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ, ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ 
Зɟɦɥɢ. Тɨгда ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɫɬɟɪɠɧɹ 𝑈 ൌ P𝑔𝑍. 

Лагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
P
2 ൫𝑋

ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑍ሶ2൯ ൅
P𝑙2

6 ൫𝜑ሶ 2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ െ  P𝑔𝑍. 

■ 
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Задаɱа 11.3. Тɨɧɤɢɣ дɢɫɤ ɦаɫɫɵ P ɢ ɪадɢɭɫа 𝑅 ɫɤаɬɵваɟɬɫɹ бɟɡ 
ɩɪɨɫɤаɥɶɡɵваɧɢɹ ɩɨ ɧаɤɥɨɧɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɭгɨɥ ɧаɤɥɨɧа ɤɨɬɨɪɨɣ α (ɪɢɫ. 11.2). 

Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ ɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
дɢɫɤа. 

□ Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑥 вдɨɥɶ ɧаɤɥɨɧɧɨɣ 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɢ вɵбɟɪɟɦ в ɤаɱɟɫɬвɟ 
ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬɭ 
ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ дɢɫɤа 𝑋. Тɨгда 
ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ дɢɫɤа ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в 
вɢдɟ: 

𝑇 ൌ
P𝑋ሶ 2

2 ൅
𝐼3𝜑ሶ 2

2 ,                                                     ሺ11.3ሻ 

гдɟ 𝐼3 � ɦɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ дɢɫɤа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɨɫɢ, ɩɪɨɯɨдɹɳɟɣ ɱɟɪɟɡ ɰɟɧɬɪ 
ɢɧɟɪɰɢɢ ɢ ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ дɢɫɤа, а 𝜑 � ɭгɨɥ 
ɩɨвɨɪɨɬа дɢɫɤа.  

Вɵɱɢɫɥɢɦ ɦɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ дɢɫɤа 𝐼3: 

𝐼3 ൌ න𝜎𝑟2𝑑𝑆 ൌ
P
S𝑅2 න න 𝑟3𝑑𝑟𝑑

𝑅

0

2S

0
𝜑 ൌ

P𝑅2

2 , 

гдɟ 𝜎 – ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɧаɹ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝐼3 в ɮɨɪɦɭɥɭ (11.3), ɧаɣдɟɦ: 

𝑇 ൌ
P𝑋ሶ 2

2 ൅
P𝑅2𝜑ሶ 2

4 .                                           ሺ11.4ሻ 

Уɫɥɨвɢɟ двɢɠɟɧɢɹ бɟɡ ɩɪɨɫɤаɥɶɡɵваɧɢɹ ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɫвɹɡɢ 

𝑋ሶ ൌ 𝑅𝜑ሶ . 

С ɭɱɟɬɨɦ ɭɫɥɨвɢɹ ɫвɹɡɢ ɢɡ (11.4) ɩɨɥɭɱаɟɦ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɣ 
ɷɧɟɪгɢɢ дɢɫɤа: 

𝑇 ൌ
3P𝑋ሶ 2

4 . 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ дɢɫɤа  

M

D

x

R

Рɢɫ. 11.2
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𝑈 ൌ െP𝑔𝑋sin𝛼. 

Лагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
3P𝑋ሶ 2

4 ൅  P𝑔𝑋sin𝛼, 

а ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɢɦɟɟɬ вɢд: 

3
2P𝑋

ሷ െ P𝑔sin𝛼 ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɧаɯɨдɢɦ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ:  

𝑋 ൌ
𝑔
3 𝑡

2sin𝛼 ൅ 𝑋ሶ0𝑡 ൅ 𝑋0, 

гдɟ 𝑋ሶ0 ɢ 𝑋0 � ɧаɱаɥɶɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬа ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ дɢɫɤа, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. ■ 

Задаɱа 11.4. Тɨɱɤа ɨɩɨɪɵ 
ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ вɨɥɱɤа ɦаɫɫɵ P ɦɨɠɟɬ 
двɢгаɬɶɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 
(ɪɢɫ. 11.3). Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ вɨɥɱɤа в 
ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ.  

□ Пɭɫɬɶ ɨɫɶ 𝑧ᇱ ɧаɩɪавɥɟɧа ɩɨ ɨɫɢ 
ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ ɬɟɥа ɢ ɩɭɫɬɶ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа 
(ɬɨɱɤа 𝑂 ɧа ɪɢɫɭɧɤɟ) ɥɟɠɢɬ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑙 ɨɬ 
ɬɨɱɤɢ ɨɩɨɪɵ 𝑃 (𝑂𝑃 ൌ 𝑙ሻ. Оɫɶ 𝑧 ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ 
ввɟɪɯ, а ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 𝑥𝑦 ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ 

гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶɸ. Пɭɫɬɶ 𝑋, 𝑌, 𝑍 – ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ 
ɬɟɥа в ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Наɥɢɱɢɟ ɬɨɱɤɢ ɨɩɨɪɵ ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ 
ɧа вɨɥɱɨɤ ɧаɥɨɠɟɧа ɫвɹɡɶ 𝑍 ൌ 𝑙cos𝜃. Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ ɬаɤɠɟ, ɱɬɨ  
𝑍ሶ ൌ െ𝑙𝜃ሶsin𝜃. Пɨɷɬɨɦɭ 

𝑇 ൌ
P
2 ൫𝑋

ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑙2𝜃ሶ 2sin2𝜃൯ ൅
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ ൅
𝐼3
2 ൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓

ሶ ൯2. 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟɦ ɩɨ вɟɪɬɢɤаɥɢ ɨɬ 
гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ дɨ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ ɬɟɥа, ɬ.ɟ. 

O

P

zz’

Рɢɫ. 11.3

T
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𝑈 ൌ P𝑔𝑍 ൌ P𝑔𝑙cos𝜃. 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ 

𝐿 ൌ
P
2 ൫𝑋

ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑙2𝜃ሶ 2sin2𝜃൯ ൅
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ ൅ 

൅
𝐼3
2 ൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓

ሶ ൯2 െ P𝑔𝑙cos𝜃.     ሺ11.5ሻ 

Эɬа ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑋, 𝑌, 𝜑, 𝜓, ɬ.ɟ. ɷɬɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ – 
ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɢɟ. Сɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɟ ɢɦ ɫɨɯɪаɧɹɸɳɢɟɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ  

𝑃𝑋 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑋ሶ

ൌ P𝑋,ሶ                                       ሺ11.6ሻ 

𝑃𝑌 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑌ሶ

ൌ P𝑌,ሶ                                       ሺ11.7ሻ 

𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝐼𝜑ሶ sin

2𝜃 ൅ 𝐼3൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓ሶ ൯cos𝜃,                        ሺ11.8ሻ 

𝑝ట ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜓ሶ

ൌ 𝐼3൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓ሶ ൯.                                  ሺ11.9ሻ 

Пɟɪвɵɟ два ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ вɵɪаɠаɸɬ ɡаɤɨɧɵ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɩɪɨɟɤɰɢɣ 
ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа ɨɫɢ 𝑥, 𝑦. Тɪɟɬɢɣ ɢ ɱɟɬвɟɪɬɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ ɟɫɬɶ ɡаɤɨɧɵ 
ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɩɪɨɟɤɰɢɣ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа ɨɫɢ 𝑧 ɢ 𝑧ᇱ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ, 
ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝜑 ɢ 𝜓  ɹвɥɹɸɬɫɹ ɭгɥаɦɢ ɩɨвɨɪɨɬа ɬɟɥа вɨɤɪɭг ɨɫɟɣ 𝑧 ɢ 
𝑧ᇱ. 

Лагɪаɧɠɢаɧ (11.5) ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɟɳɟ ɨдɧɢɦ 
ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ бɭдɟɬ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 

𝐸 ൌ
P
2 ൫𝑋

ሶ 2 ൅ 𝑌ሶ 2 ൅ 𝑙2𝜃ሶ 2sin2𝜃൯ ൅
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ ൅ 

൅
𝐼3
2 ൫𝜑ሶ cos𝜃 ൅ 𝜓

ሶ ൯2 ൅ P𝑔𝑙cos𝜃.    ሺ11.10ሻ 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɦɵ ɢɦɟɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɢɡ ɩɹɬɢ ɢɧɬɟгɪаɥɨв двɢɠɟɧɢɹ 
(11.6)�(11.10) дɥɹ ɩɹɬɢ ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 𝑋ሺ𝑡ሻ, 𝑌ሺ𝑡ሻ, 𝜑ሺ𝑡ሻ, 𝜃ሺ𝑡ሻ, 𝜓ሺ𝑡ሻ.  
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Иɡ ɢɧɬɟгɪаɥɨв двɢɠɟɧɢɹ (11.6), (11.7) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа 
двɢɠɟɬɫɹ в гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ. С ɰɟɥɶɸ 
ɭɩɪɨɳɟɧɢɹ даɥɶɧɟɣɲɢɯ вɵɤɥадɨɤ ɢɫɤɥɸɱɢɦ ɩɨɫɬɭɩаɬɟɥɶɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ 
вɨɥɱɤа, ɩɟɪɟɣдɹ в ɫɢɫɬɟɦɭ ɨɬɫɱɟɬа, в ɤɨɬɨɪɨɣ 𝑃𝑋 ൌ 𝑃𝑌 ൌ 0.  

Иɡ ɭɪавɧɟɧɢɹ (11.9) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ ɬɪɟɬɢɣ ɱɥɟɧ в ɩɪавɨɣ ɱаɫɬɢ (11.10) ɟɫɬɶ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧаɹ вɟɥɢɱɢɧа   𝑝ట2 2𝐼3⁄ .  

Даɥɟɟ, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ (11.8) ɢ (11.9) ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑝ఝ ൌ  𝐼𝜑ሶ sin2𝜃 ൅ 𝑝టcos𝜃 .                                  ሺ11.11ሻ 

Вɵɪаɠаɹ ɨɬɫɸда 𝜑ሶ  ɢ ɩɨдɫɬавɥɹɹ в вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɷɧɟɪгɢɢ (11.10), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝐸0 ൌ
P𝑙2

2 𝜃ሶ 2sin2𝜃 ൅
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

2𝐼sin2𝜃 ൅
𝐼
2 𝜃
ሶ 2 ൅  P𝑔𝑙cos𝜃, 

гдɟ 𝐸0 ൌ 𝐸 െ
𝑝ట2

2𝐼3
൘ . 

Раɡдɟɥɟɧɢɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ в ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɢ даɟɬ: 

𝑑𝑡 ൌ േ
ඥP𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼𝑑𝜃

ඨ2𝐸0 െ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

𝐼sin2𝜃 െ 2P𝑔𝑙cos𝜃

,                  ሺ11.12ሻ 

ɨɬɤɭда ɩɭɬɟɦ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɹ ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
ඥP𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼𝑑𝜃

േඨ2𝐸0 െ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

𝐼sin2𝜃 െ 2P𝑔𝑙cos𝜃

ఏ

ఏబ

,     𝜃0 ൌ 𝜃ሺ𝑡0ሻ.     ሺ11.13ሻ 

Зɧаɤ “+” (“�”) в ɮɨɪɦɭɥаɯ (11.12) ɢ (11.13) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɫ 
𝜃ሶ ൐ 0 ሺ𝜃ሶ ൏ 0ሻ.  

Раɡдɟɥɹɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ 𝜑 ɢ 𝑡 в ɭɪавɧɟɧɢɢ (11.11) ɢ ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ (11.12), 
ɢɦɟɟɦ: 
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𝑑𝜑 ൌ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

𝐼sin2𝜃
ඥP𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼𝑑𝜃

േඨ2𝐸0 െ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

𝐼sin2𝜃 െ 2P𝑔𝑙cos𝜃

.         ሺ11.14ሻ 

Оɬɫɸда 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

𝐼sin2𝜃
ඥP𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼𝑑𝜃

േඨ2𝐸0 െ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

𝐼sin2𝜃 െ 2P𝑔𝑙cos𝜃

ఏ

ఏబ

,     ሺ11.15ሻ 

гдɟ 𝜑0 ൌ 𝜑ሺ 𝑡0ሻ.  

Наɤɨɧɟɰ, ɢɡ ɭɪавɧɟɧɢɹ (11.9) ɧаɯɨдɢɦ 

𝜓ሶ ൌ
𝑝ట
𝐼3
െ cos𝜃𝜑ሶ .                                            ሺ11.16ሻ 

Раɡдɟɥɟɧɢɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ в (11.16) ɫ ɭɱɟɬɨɦ (11.14) ɩɪɢвɨдɢɬ ɤ ɪавɟɧɫɬвɭ 

𝜓 െ 𝜓0 ൌ
𝑝ట
𝐼3
ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ െ 

െ න
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯cos𝜃

𝐼sin2𝜃
ඥP𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼𝑑𝜃

േඨ2𝐸0 െ
൫𝑝ఝ െ 𝑝టcos𝜃൯

2

𝐼sin2𝜃 െ 2P𝑔𝑙cos𝜃

ఏ

ఏబ

,    ሺ11.17ሻ 

гдɟ 𝜓0 ൌ 𝜓ሺ𝑡0ሻ. 

Фɨɪɦɭɥɵ (11.13), (11.15) ɢ (11.17) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ вɨɥɱɤа в 
ɤвадɪаɬɭɪаɯ. ■ 
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Задаɱа 11.5. Одɧа ɢɡ ɩɨɥɨвɢɧɨɤ 
ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɲаɪа ɦаɫɫɵ P ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɧа 
гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ (ɪɢɫ. 11.4). 
Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɩɥɨɫɤɢɯ ɦаɥɵɯ 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ в двɭɯ ɫɥɭɱаɹɯ: 
а) ɲɟɪɨɯɨваɬɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ; б) абɫɨɥɸɬɧɨ 
гɥадɤɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. 

□ Пɭɫɬɶ 𝑅 – ɪадɢɭɫ ɲаɪа. Оɫɶ 𝑧 
ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 
ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ. Пɥɨɫɤɨɫɬɶ 

𝑥𝑦 ɫɨвɦɟɫɬɢɦ ɫ гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶɸ.  Цɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ (ɬɨɱɤа 𝑂ሻ 
ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɧа ɨɫɢ ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ ɩɨɥɭɲаɪа (ɨɫɢ 𝑧ᇱ ɠɟɫɬɤɨ ɫвɹɡаɧɧɨɣ ɫ ɬɟɥɨɦ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ) ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑂𝐴 ൌ 𝑎3 ൌ 3 8⁄ 𝑅 ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɲаɪа (ɫɦ. 
ɡадаɱɭ 10.3).  

Мɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɨɫɢ вɪаɳɟɧɢɹ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 10.3) 

𝐼 ൌ
83
320P𝑅

2.                                               ሺ11.17ሻ 

Пɭɫɬɶ 𝜃 � ɭгɨɥ ɩɨвɨɪɨɬа ɩɨɥɭɲаɪа, 𝑃 – ɬɨɱɤа ɫɨɩɪɢɤɨɫɧɨвɟɧɢɹ 
ɩɨɥɭɲаɪа ɫ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ. Вɟɤɬɨɪ 𝑃𝑂 ɨбɨɡɧаɱɢɦ ɱɟɪɟɡ 𝒄.  

а) В ɫɥɭɱаɟ ɲɟɪɨɯɨваɬɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ двɢɠɟɧɢɟ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ бɟɡ 
ɩɪɨɫɤаɥɶɡɵваɧɢɹ. Пɪɢ ɷɬɨɦ (ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɬɨɱɤɢ ɤаɫаɧɢɹ дɨɥɠɧа бɵɬɶ 
ɪавɧа ɧɭɥɸ) ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ 𝑽 ɫвɹɡаɧа ɫ ɭгɥɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝜴 
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ:  

𝑽 െ ሺ𝜴 ൈ 𝒄ሻ ൌ 0, 

ɨɬɤɭда  

𝑉2 ൌ 𝜃ሶ 2𝑐2. 

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɩɨɥɭɲаɪа 

𝑇 ൌ
P𝑉2

2 ൅
𝐼𝜃ሶ 2

2 ൌ
P𝑐2𝜃ሶ 2

2 ൅
83
320P𝑅

2 𝜃ሶ
2

2 .   

Вɵɪаɠаɹ 𝑐2 ɱɟɪɟɡ 𝑅 ɢ 𝑎3 ɢ ɩɨɥагаɹ в ɫɢɥɭ ɦаɥɨɫɬɢ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 𝜃 ൎ 0, ɢɦɟɟɦ: 

O

P

z
z’

Рɢɫ. 11.4

T

A
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с2 ൌ 𝑅2 ൅ 𝑎32 െ 2𝑅𝑎3cos𝜃 ൎ ሺ𝑅 െ 𝑎3ሻ2 ൌ
25
64𝑅

2.             ሺ11.18ሻ 

С ɭɱɟɬɨɦ (11.18) ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд: 

𝑇 ൌ
208
640P𝑅

2𝜃ሶ 2.                                          ሺ11.19ሻ 

Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ вɵɫɨɬɨɣ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ ɧад 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ, ɬ.ɟ. 

𝑈 ൌ P𝑔ሺ𝑅 െ 𝑎3cos𝜃ሻ, 

ɢɥɢ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɦаɥɨɫɬɢ ɤɨɥɟбаɧɢɣ (ɪаɫɤɥадɵваɹ cos𝜃 дɨ ɤвадɪаɬɢɱɧɨгɨ ɱɥɟɧа),  

𝑈 ൌ
5
8P𝑔𝑅 ൅

3
16P𝑔𝑅𝜃

2.                                    ሺ11.20ሻ 

С ɩɨɦɨɳɶɸ вɵɪаɠɟɧɢɣ (11.19) ɢ (11.20) ɫɨɫɬавɥɹɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа: 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
208
640P𝑅

2𝜃ሶ 2 െ
3
16P𝑔𝑅𝜃

2 

(ɨɩɭɳɟɧа ɤɨɧɫɬаɧɬа െ5 8⁄ P𝑔𝑅). 

Заɩɢɫɵваɹ ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝜃 

208
320P𝑅

2𝜃ሷ ൅
3
8P𝑔𝑅𝜃 ൌ 0, 

вɢдɢɦ, ɱɬɨ ɱаɫɬɨɬа ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 

Z ൌ ඨ
15
26
𝑔
𝑅
. 

б) В ɫɥɭɱаɟ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɰɟɧɬɪ ɢɧɟɪɰɢɢ ɫɦɟɳаɟɬɫɹ 
ɬɨɥɶɤɨ ɩɨ вɟɪɬɢɤаɥɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 𝑉2 ൌ 𝑍ሶ2. Кɨɨɪдɢɧаɬа ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ 𝑍 ൌ
 𝑅 െ 𝑎3cos𝜃 , ɨɬɤɭда 𝑍ሶ ൌ 𝑎3𝜃ሶsin𝜃. Пɨɥагаɹ, в ɫɢɥɭ ɦаɥɨɫɬɢ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 𝜃 ൎ 0, 
ɢɦɟɟɦ: 

𝑇 ൌ
P𝑉2

2 ൅
𝐼𝜃ሶ 2

2 ൌ
𝐼𝜃ሶ 2

2 ൌ
83
640P𝑅

2𝜃ሶ 2.                        ሺ11.21ሻ 
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Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɩɨ-ɩɪɟɠɧɟɦɭ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (11.20), 
ɬаɤ ɱɬɨ ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ
83
640P𝑅

2𝜃ሶ 2 െ
3
16P𝑔𝑅𝜃

2, 

а ɭɪавɧɟɧɢɟ Лагɪаɧɠа ɟɫɬɶ 

83
320P𝑅

2𝜃ሷ ൅
3
8P𝑔𝑅𝜃 ൌ 0.                                   ሺ11.22ሻ 

Иɡ (11.22) вɢдɧɨ, ɱɬɨ  

Z ൌ ඨ
120
83

𝑔
𝑅 .  

■ 

 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

11.6. Вɵɪаɡɢɬɟ ɱɟɪɟɡ ɭгɥɵ Эɣɥɟɪа ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ 
вɪаɳаɬɟɥɶɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɲаɪɨвɨгɨ вɨɥɱɤа – ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, ɭ ɤɨɬɨɪɨгɨ вɫɟ 
гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ ɪавɧɵ. 

11.7. Тɨɧɤɢɣ ɫɬɟɪɠɟɧɶ ɦаɫɫɵ P ɫɤɨɥɶɡɢɬ ɩɨ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨɣ ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ 
ɧɢɬɢ, ɩɪɨɯɨдɹɳɟɣ ɱɟɪɟɡ ɨɬвɟɪɫɬɢɟ, ɩɪɨдɟɥаɧɧɨɟ в ɟгɨ ɫɟɪɟдɢɧɟ. Наɣдɢɬɟ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ. 

11.8. Тɨɧɤɢɣ ɫɬɟɪɠɟɧɶ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ дɥɢɧɵ 𝑙 вɪаɳаɟɬɫɹ вɨɤɪɭг ɫвɨɟгɨ 
ɤɨɧɰа ɫ ɭгɥɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝜴. Угɨɥ ɦɟɠдɭ ɫɬɟɪɠɧɟɦ ɢ вɟɤɬɨɪɨɦ 𝜴 ɪавɟɧ 𝛼. 
Наɣдɢɬɟ ɟгɨ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ.  

11.9. Фɢɡɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ в вɢдɟ ɬɨɧɤɨгɨ дɥɢɧɧɨгɨ ɫɬɟɪɠɧɹ дɥɢɧɨɣ 𝑙  ɢ 
ɦаɫɫɨɣ 𝑚 ɲаɪɧɢɪɧɨ ɡаɤɪɟɩɥɟɧ в ɫвɨɟɣ вɟɪɯɧɟɣ ɬɨɱɤɟ ɢ ɦɨɠɟɬ ɫɨвɟɪɲаɬɶ 
ɤɨɥɟбаɧɢɹ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. Дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа ɬɹɠɟɫɬɢ. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ ɦаɥɵɯ 
ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɬаɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа. 

11.10. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɫвɨбɨдɧɨгɨ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ вɨɥɱɤа 
ɦаɫɫɵ P. 
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11.11. Сɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɣ вɨɥɱɨɤ ɦаɫɫɨɣ 𝑚 c ɦɨɦɟɧɬаɦɢ ɢɧɟɪɰɢɢ 𝐼1 ɢ 𝐼3 
ɲаɪɧɢɪɧɨ ɡаɤɪɟɩɥɟɧ в ɬɨɱɤɟ ɧа ɪаɫɫɬɨɹɧɢɢ 𝑎 ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ ɢ вɪаɳаɟɬɫɹ в 
ɩɨɥɟ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ. Пɪɨɟɤɰɢɢ ɦɨɦɟɧɬа ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа вɟɪɬɢɤаɥɶɧɭɸ ɨɫɶ ɢ ɧа ɨɫɶ 
вɨɥɱɤа ɪавɧɵ 𝑀௭ ɢ 𝑀௭ᇱ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Наɣдɢɬɟ ɷɧɟɪгɢɸ вɨɥɱɤа.  

11.12. Одɧа ɢɡ ɩɨɥɨвɢɧɨɤ ɨдɧɨɪɨдɧɨгɨ ɫɩɥɨɲɧɨгɨ ɩɨɥɭɰɢɥɢɧдɪа ɦаɫɫɵ 
P ɢ ɪадɢɭɫа 𝑅 ɧаɯɨдɢɬɫɹ ɧа гɨɪɢɡɨɧɬаɥɶɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ 
ɦаɥɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ в двɭɯ ɫɥɭɱаɹɯ: а) ɲɟɪɨɯɨваɬɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ; б) гɥадɤɨɣ 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ. 

11.13. Твɟɪдɨɟ ɬɟɥɨ ɩɨдвɟɲɟɧɨ ɧа ɧɢɬɢ, ɤɨɬɨɪаɹ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ 
ɭɩɪɭгɢɣ ɤɪɭгɥɵɣ ɰɢɥɢɧдɪ, ɩɨдɱɢɧɹɸɳɢɣɫɹ ɡаɤɨɧɭ Гɭɤа (ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ 
ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ 𝑘). Дɥɢɧа ɰɢɥɢɧдɪа � 𝑙, ɪадɢɭɫ � 𝑅 ɢ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ � 𝜎.  
Мɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɧɢɬɢ ɪавɟɧ 𝐼. Наɣдɢɬɟ ɱаɫɬɨɬɭ 
ɤɪɭɬɢɥɶɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟏. 𝟔.  𝑇 ൌ
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2 ൅ 𝜃ሶ 2 ൅ 𝜓ሶ 2 ൅ 2𝜑ሶ 𝜓ሶ cos𝜃൯. 

 𝟏𝟏. 𝟕. 𝐿 ൌ
P𝑍ሶ2

2 ൅
𝐼
2 ൫𝜑ሶ

2sin2𝜃 ൅ 𝜃ሶ 2൯ െ P𝑔𝑍, 𝑍 െ  координата центра масс, 

𝜑, 𝜃 െ  эйлеровы углы. 

𝟏𝟏. 𝟖. T ൌ
𝑚𝑙2

6 𝛺2 sin2 𝛼 .     𝟏𝟏. 𝟗.Z ൌ ඨ
3𝑔
2𝑙 . 

𝟏𝟏. 𝟏𝟎.  𝑹 ൌ ൫𝑷 Pൗ ൯𝑡 ൅ 𝑹𝟎, 𝜑 ൌ 𝜑ሶ 0𝑡 ൅ 𝜑0, 𝜃 ൌ 𝜃0, 𝜓 ൌ 𝜓ሶ0𝑡 ൅ 𝜓0;  

𝑷, 𝑹0, 𝜑0, 𝜃0, 𝜓0, 𝜑ሶ 0, 𝜓ሶ 0 ൌ const; 

ось 𝑧 направлена вдоль вектора момента импульса 𝑴. 

𝟏𝟏. 𝟏𝟏.  𝐸 ൌ
𝐼1 ൅ 𝑚𝑎2

2 𝜃ሶ 2 ൅
𝑀௭ᇲ
2

2𝐼3
൅
ሺ𝑀௭ െ𝑀௭ᇲ cos 𝜃ሻ2

2ሺ𝐼1 ൅ 𝑚𝑎2ሻ
൅ 𝑚𝑔𝑎 cos 𝜃. 
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𝟏𝟏. 𝟏𝟐.  aሻ Z ൌ ඨ
8
𝑅

𝑔
9𝜋 െ 16 , бሻZ ൌ ඨ

24S
𝑅

𝑔
9𝜋2 െ 32. 

𝟏𝟏. 𝟏𝟑.   Z ൌ
1

ට𝐼𝑘 ൅
𝜋𝑅4𝜎𝑙
6𝑘

;      при 𝑅o0,    Z ൎ ඨ
𝑘
𝐼  . 

§ 12. Уɪавɧеɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɫ 𝑠 ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ. Фɭɧɤɰɢɹ 

𝐻ሺ𝑞1, 𝑞2, … . , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … . , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ ൌ 𝐻ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ ൌ ෍𝑝D

𝑠

D=1

𝑞ሶD െ 𝐿,          ሺ12.1ሻ 

в ɤɨɬɨɪɨɣ вɫɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ вɵɪаɠɟɧɵ ɱɟɪɟɡ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 
ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ 𝑝D ൌ 𝜕𝐿/𝜕𝑞ሶD , ɧаɡɵваɟɬɫɹ 
ɮункɰией Гамилɶтона, или гамилɶтонианом. Сɪавɧɢваɹ вɵɪаɠɟɧɢɟ (12.1) ɫ 
(4.3) (ɢ ɭɱɢɬɵваɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɟ ɨбɨбɳɟɧɧɨгɨ ɢɦɩɭɥɶɫа (4.2)), вɢдɢɦ, ɱɬɨ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɤɨɬɨɪаɹ 
вɵɪаɠɟɧа ɱɟɪɟɡ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞D ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 𝑝D.  

Уравнениɹми Гамилɶтона ɢɥɢ канониɱескими уравнениɹми ɧаɡɵваɟɬɫɹ 
ɫɢɫɬɟɦа 2𝑠 дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɩɟɪвɨгɨ ɩɨɪɹдɤа дɥɹ 2𝑠 
ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 𝑞Dሺ𝑡ሻ, 𝑝Dሺ𝑡ሻ:  

𝑞ሶD ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝D

, 𝑝ሶD ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑞D

       ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ.                  ሺ12.2ሻ 

В ɭɪавɧɟɧɢɹɯ Гаɦɢɥɶɬɨɧа (12.2) ɧɟɡавɢɫɢɦɵɦɢ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦɢ ɹвɥɹɸɬɫɹ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞D ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 𝑝D. Уɪавɧɟɧɢɹ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа, ɤаɤ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Лагɪаɧɠа, ɩɨɡвɨɥɹɸɬ ɧаɣɬɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. Тɨɥɶɤɨ в ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа, гдɟ дɥɹ 
ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬɫɹ 𝑠 
дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ вɬɨɪɨгɨ ɩɨɪɹдɤа, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɩɨɥɭɱаɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦа 2𝑠 дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɩɟɪвɨгɨ 
ɩɨɪɹдɤа. Пɟɪɟɦɟɧɧɵɟ 𝑞D ɢ 𝑝D ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ, дɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɩɪавɟдɥɢвɵɟ 
ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа в вɢдɟ (12.2), ɧаɡɵваɸɬɫɹ канониɱескими переменнɵми.  
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Задаɱа 12.1. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ, в а) дɟɤаɪɬɨвɵɯ, б) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ 
в) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ.  

□ а) Лагɪаɧɠɢаɧ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɢɦɟɟɬ вɢд:  

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ 𝑈ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ሻ. 

Обɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑥 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ൌ 𝑚𝑥ሶ , 𝑝𝑦 ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ ൌ 𝑚𝑦ሶ , 𝑝௭ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ, 

ɨɬɤɭда 𝑥ሶ ൌ 𝑝𝑥 𝑚⁄  , 𝑦ሶ ൌ 𝑝𝑦 𝑚⁄ , 𝑧ሶ ൌ 𝑝௭ 𝑚⁄ .  

Тɟɩɟɪɶ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ: 

𝐻 ൌ 𝑝𝑥𝑥ሶ ൅ 𝑝𝑦𝑦ሶ ൅ 𝑝௭𝑧ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚 ൫𝑝𝑥

2 ൅ 𝑝𝑦2 ൅ 𝑝௭2൯ ൅ 𝑈ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ሻ. 

б) В ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɥагɪаɧɠɢаɧ  

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ െ 𝑈ሺ𝜌, 𝜑, 𝑧, 𝑡ሻ. 

Дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɩɨɥɭɱаɟɦ ɫɥɟдɭɸɳɢɟ вɵɪаɠɟɧɢɹ: 

𝑝ఘ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜌ሶ ൌ 𝑚𝜌ሶ , 𝑝ఝ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝜌

2𝜑ሶ , 𝑝௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ. 

Оɬɫɸда 

𝜌ሶ ൌ
𝑝ఘ
𝑚
, 𝜑ሶ ൌ

𝑝ఝ
𝑚𝜌2

, 𝑧ሶ ൌ
𝑝௭
𝑚
. 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɥагɪаɧɠɢаɧа ɢ вɵɪаɠɟɧɢɣ дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɧаɯɨдɢɦ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ:  

𝐻 ൌ 𝑝ఘ𝜌ሶ ൅ 𝑝ఝ𝜑ሶ ൅ 𝑝௭𝑧ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝ఘ

2 ൅
𝑝ఝ2

𝜌2 ൅ 𝑝௭
2ቇ ൅ 𝑈ሺ𝜌, 𝜑, 𝑧, 𝑡ሻ. 

в) В ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ  



149 

 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃𝜑ሶ 2൯ െ 𝑈ሺ𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝑡ሻ. 

Обɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɟɫɬɶ  

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ ൌ 𝑚𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ

ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ , 𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑟

2sin2𝜃𝜑ሶ , 

ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑟ሶ ൌ
𝑝𝑟
𝑚 , 𝜃ሶ ൌ

𝑝ఏ
𝑚𝑟2 , 𝜑ሶ ൌ

𝑝ఝ
𝑚𝑟2sin2𝜃. 

Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ  

𝐻 ൌ 𝑝𝑟𝑟ሶ ൅ 𝑝ఏ𝜃ሶ ൅ 𝑝ఝ𝜑ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఏ2

𝑟2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2sin2𝜃ቇ ൅ 𝑈
ሺ𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝑡ሻ. 

■ 

Задаɱа 12.2. Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɢ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. 

□ Рɟɲɢɦ ɡадаɱɭ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. Оɫɶ 𝑧 дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɩɪавɢɦ вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ. Пɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɩɪɢɦɟɦ 
ɪавɧɨɣ ɧɭɥɸ в ɬɨɱɤɟ 𝑧 ൌ 0. Тɨгда ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ 𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧. 

Сɨгɥаɫɧɨ ɡадаɱɟ 12.1 а) гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ  

𝐻 ൌ
𝑝𝑥2 ൅ 𝑝𝑦2 ൅ 𝑝௭2

2𝑚 ൅𝑚𝑔𝑧. 

Уɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа (ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ) ɟɫɬɶ 
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{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑥ሶ ൌ

𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑥

ൌ
𝑝𝑥
𝑚 ,

𝑦ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑦

ൌ
𝑝𝑦
𝑚 ,

𝑧ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝௭

ൌ
𝑝௭
𝑚 ,

𝑝ሶ𝑥 ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑥 ൌ 0,

𝑝ሶ𝑦 ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑦

ൌ 0,

𝑝ሶ௭ ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑧 ൌ െ𝑚𝑔.

 

Иɯ ɬɪɟɯ ɩɨɫɥɟдɧɢɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝑝𝑥 ൌ 𝑝𝑥0 ൌ const, 
𝑝𝑦 ൌ 𝑝𝑦0 ൌ const, 𝑝௭ ൌ െ𝑚𝑔𝑡 ൅ 𝑝௭0   ሺ𝑝௭0 ൌ constሻ. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ, ɦɨɠɧɨ 
ɩɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɨваɬɶ ɩɟɪвɵɟ ɬɪɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɱɬɨ ɢ ɨɩɪɟдɟɥɢɬ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ: 

{
  
 

  
 𝑥 ൌ

𝑝𝑥0

𝑚
𝑡 ൅ 𝑥0,

𝑦 ൌ
𝑝𝑦0

𝑚 𝑡 ൅ 𝑦0,

𝑧 ൌ െ
𝑔𝑡2

2 ൅
𝑝௭0

𝑚 𝑡 ൅ 𝑧0,

 

гдɟ 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ. ■ 

Задаɱа 12.3. Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 в 
ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɡаɩɢɫɵваɟɬɫɹ в 
вɢдɟ (ɫɦ. § 3): 

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2 ൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨ሺ𝒓, 𝑡ሻ ∙  𝒓ሶ ሻ െ 𝑞Iሺ𝒓, 𝑡ሻ. 

Оɬɫɸда ɧаɯɨдɢɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ: 

𝒑 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝒓ሶ ൌ 𝑚𝒓

ሶ ൅
𝑞
𝑐 𝑨
ሺ𝒓, 𝑡ሻ. 
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Иɡ ɷɬɨгɨ вɵɪаɠɟɧɢɹ ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝒓ሶ ൌ
1
𝑚ቆ𝒑 െ

𝑞
𝑐 𝑨
ሺ𝒓, 𝑡ሻቇ. 

Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ:  

𝐻 ൌ 𝒑 ∙ 𝒓ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝒑 െ

𝑞
𝑐 𝑨
ሺ𝒓, 𝑡ሻቇ

2

൅ 𝑞Iሺ𝒓, 𝑡ሻ.                     ሺ12.3ሻ  

■ 

Задаɱа 12.4. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗 ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ Гаɦɢɥɶɬɨɧа.  

□ Вɵбɟɪɟɦ ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɭɸ дɟɤаɪɬɨвɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɫ ɨɫɶɸ 𝑧, 
ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ 𝓗. В ɡадаɱɟ 3.4 бɵɥɨ ɩɨɤаɡаɧɨ, ɱɬɨ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ 
ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬаɦɢ 

𝓗 ൌ ሺ0,0,ℋሻ 

вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧ в вɢдɟ  

𝑨 ൌ ሺ0, 𝑥ℋ, 0ሻ.                                                  ሺ12.4ሻ 

Пɪɢ ɷɬɨɦ в ɫɢɥɭ ɨɬɫɭɬɫɬвɢɹ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ ɩɨɥɹ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ 
ɫɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ I ൌ 0. 

Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ I ൌ 0, ɩɪɟдɫɬавɢɦ ɮɨɪɦɭɥɭ (12.3) в вɢдɟ 

𝐻 ൌ
𝒑2

2𝑚
െ
𝑞
𝑚𝑐

ሺ𝒑 ∙ 𝑨ሻ ൅
𝑞2

2𝑚𝑐2
𝑨2.                                 ሺ12.5ሻ 

Дɥɹ вɵбɪаɧɧɨгɨ вɟɤɬɨɪɧɨгɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥа (12.4) ɫɤаɥɹɪɧɨɟ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɟ 𝒑 ∙ 𝑨 ൌ
𝑝𝑦𝐴𝑦 ൌ 𝑝𝑦ℋ𝑥. Тɨгда (12.5) ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ ɤаɤ 

𝐻 ൌ
𝑝𝑥2 ൅ 𝑝௭2

2𝑚 ൅
𝑝𝑦2

2𝑚 െ
𝑞
𝑚𝑐 𝑝𝑦ℋ𝑥 ൅

𝑞2

2𝑚𝑐2ℋ
2𝑥2, 

ɢɥɢ, вɵдɟɥɹɹ ɩɨɥɧɵɣ ɤвадɪаɬ, 
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𝐻 ൌ
1
2𝑚

ሺ𝑝𝑥2 ൅ 𝑝௭2ሻ ൅
1
2𝑚 ሺ𝑝𝑦 െ

𝑞
𝑐 ℋ𝑥ሻ

2. 

Иɡ ɭɪавɧɟɧɢɣ Гаɦɢɥɶɬɨɧа 

𝑝ሶ𝑦 ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑦 ൌ 0, 𝑝ሶ௭ ൌ െ

𝜕𝐻
𝜕𝑧 ൌ 0 

ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝑝𝑦 ൌ 𝑝𝑦0 ൌ const ɢ 𝑝௭ ൌ 𝑝௭0 ൌ const.  

Тɟɩɟɪɶ ɡаɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝑥 и 𝑝𝑥: 

𝑥ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑥

ൌ
𝑝𝑥
𝑚 ,                                                

ሺ12.6ሻ 

𝑝ሶ𝑥 ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑥 ൌ Z ቀ𝑝𝑦0 െ

𝑞
𝑐 ℋ𝑥ቁ,                                ሺ12.7ሻ 

гдɟ ввɟдɟɧɨ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɟ Z ൌ 𝑞ℋ/𝑚𝑐 (ɷɬɭ вɟɥɢɱɢɧɭ ɧаɡɵваɸɬ ɰɢɤɥɨɬɪɨɧɧɨɣ 
ɱаɫɬɨɬɨɣ).  

Пɪɨдɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨвав ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ (12.6), ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑥ሷ ൌ
𝑝ሶ𝑥
𝑚. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɫɸда вɦɟɫɬɨ 𝑝ሶ𝑥 вɵɪаɠɟɧɢɟ (12.7), ɢɦɟɟɦ: 

𝑥ሷ ൅ Z2𝑥 ൌ
Z
𝑚𝑝𝑦

0. 

Рɟɲɟɧɢɟ ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ  

𝑥 ൌ 𝐶 cosሺZ𝑡 ൅ 𝛼ሻ ൅
𝑝𝑦0

Z𝑚 ,                                       ሺ12.8ሻ 

гдɟ 𝐶, 𝛼 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ (аɦɩɥɢɬɭда ɢ ɮаɡа ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ).  

Дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ 𝑦ሺ𝑡ሻ  ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа 

𝑦ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑦

ൌ
1
𝑚ቀ𝑝𝑦 െ

𝑞
𝑐 ℋ𝑥ቁ ൌ

𝑝𝑦
𝑚 െ Z𝑥.                                  ሺ12.9ሻ 

Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝑝𝑦 ൌ 𝑝𝑦0 ൌ const, ɢ ɩɨдɫɬавɥɹɹ в (12.9) вɵɪаɠɟɧɢɟ (12.8), 
ɩɨɥɭɱɢɦ 
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𝑦ሶ ൌ
𝑝𝑦0

𝑚 െ Z𝐶cosሺZ𝑡 ൅ 𝛼ሻ െ
𝑝𝑦0

𝑚 ൌ െZ𝐶cosሺZ𝑡 ൅ 𝛼ሻ. 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɷɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɟ, ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑦 ൌ  െ𝐶sinሺZ𝑡 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝑦0, 𝑦0 ൌ const.                    ሺ12.10ሻ 

Наɤɨɧɟɰ, ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝑧ሶ: 

𝑧ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝௭

ൌ
𝑝௭
𝑚. 

Оɬɤɭда (ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɬɨгɨ, ɱɬɨ 𝑝௭ ൌ 𝑝௭0 ൌ const) 

𝑧 ൌ
𝑝௭0

𝑚 𝑡 ൅ 𝑧0,      𝑧0 ൌ const.                                   ሺ12.11ሻ 

Фɨɪɦɭɥɵ (12.8), (12.10) ɢ (12.11) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Задаɱа 12.5. Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɢ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ 
ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɰɢɥɢɧдɪа ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ вдɨɥɶ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪа. 

□ Вɵбɟɪɟɦ ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨɫɶ 𝑧 ɤɨɬɨɪɨɣ ɧаɩɪавɢɦ 
вдɨɥɶ ɨɫɢ ɰɢɥɢɧдɪа. Лагɪаɧɠɢаɧ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ 
в ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɦ вдɨɥɶ ɨɫɢ 𝑧, ɩɨɥɭɱɟɧ в ɡадаɱɟ 3.4 ɢ даɟɬɫɹ 
вɵɪаɠɟɧɢɟɦ 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝜌ሶ2 ൅ 𝜌2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐 𝜌

2𝜑ሶ . 

С ɭɱɟɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫвɹɡɢ (ɱаɫɬɢɰа двɢɠɟɬɫɹ ɩɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɰɢɥɢɧдɪа) 
𝜌 ൌ 𝑅, ɥагɪаɧɠɢаɧ ɩɪɢɦɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑅2𝜑ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ ൅

𝑞ℋ
2𝑐 𝑅

2𝜑ሶ .                              ሺ12.12ሻ 

Обɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ бɭдɭɬ 

𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑅

2𝜑ሶ ൅
𝑞ℋ
2𝑐 𝑅

2, 𝑝௭ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑚𝑧ሶ, 

ɨɬɤɭда 
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𝜑ሶ ൌ
𝑝ఝ െ

𝑞ℋ
2𝑐 𝑅

2

𝑚𝑅2 ,                                              ሺ12.13ሻ 

    𝑧ሶ ൌ
𝑝௭
𝑚 .                                                     ሺ12.14ሻ 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɥагɪаɧɠɢаɧ (12.12) ɢ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 
ɱɟɪɟɡ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ (12.13)-(12.14), ɧаɯɨдɢɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ:  

𝐻 ൌ 𝑝ఝ𝜑ሶ ൅ 𝑝௭𝑧ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚൮

ቀ𝑝ఝ െ
𝑞ℋ
2𝑐 𝑅

2ቁ
2

𝑅2 ൅ 𝑝௭2൲. 

Уɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝜑ሶ  ɢ 𝑧ሶ ɫɨвɩадаɸɬ ɫ (12.13) ɢ (12.14), 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. Дɥɹ 𝑝ሶఝ ɢ  𝑝ሶ௭ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɢɦɟɸɬ вɢд: 

𝑝ሶఝ ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝜑 ൌ 0,                                                ሺ12.15ሻ 

𝑝ሶ௭ ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑧

ൌ 0.                                               ሺ12.16ሻ 

Иɡ ɭɪавɧɟɧɢɣ (12.15) ɢ (12.16) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑝ఝ ൌ 𝑝ఝ0 ൌ const, 𝑝௭ ൌ 𝑝௭0 ൌ const. 

Эɬɨ ɩɨɡвɨɥɹɟɬ ɩɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɨваɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɹ (12.13) ɢ (12.14). Иɦɟɟɦ: 

𝑧 ൌ
𝑝௭0

𝑚
ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ ൅ 𝑧0,        𝑧0 ൌ 𝑧ሺ𝑡0ሻ;                          ሺ12.17ሻ  

𝜑 ൌ
𝑝ఝ0 െ

𝑞ℋ
2𝑐 𝑅

2

𝑚𝑅2
ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ ൅ 𝜑0,        𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.               ሺ12.18ሻ 

Фɨɪɦɭɥɵ (12.17) ɢ (12.18) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Задаɱа 12.6. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ m бɪɨɲɟɧа ɫ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɡɟɦɥɢ ɫɨ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ 𝒗0 ɩɨд ɭгɥɨɦ α ɤ гɨɪɢɡɨɧɬɭ. На ɬɨɱɤɭ дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа 
ɫɨɩɪɨɬɢвɥɟɧɢɹ вɨɡдɭɯа, ɧаɩɪавɥɟɧɧаɹ ɩɪɨɬɢв ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧаɹ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ, ɬ.ɟ. 𝑭𝑑 ൌ െ𝑘𝒗. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ Гаɦɢɥɶɬɨɧа. 
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□ Вɵбɟɪɟɦ дɟɤаɪɬɨвɭ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɬаɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɱɬɨбɵ ɟɟ 
ɧаɱаɥɨ ɧаɯɨдɢɥɨɫɶ в ɬɨɱɤɟ бɪɨɫаɧɢɹ, а ɫɤɨɪɨɫɬɶ 𝒗0 ɥɟɠаɥа в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑦𝑧. Оɫɶ 
𝑧 ɧаɩɪавɢɦ ɩɨ вɟɪɬɢɤаɥɢ ввɟɪɯ.  

Пɪɢ ɫдɟɥаɧɧɨɦ вɵбɨɪɟ ɨɫɟɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɧаɱаɥɶɧɵɟ ɭɫɥɨвɢɹ (ɩɪɢ 𝑡 ൌ 0)  
бɭдɭɬ ɢɦɟɬɶ ɫɥɟдɭɸɳɢɣ вɢд: 

𝑥0 ൌ 0, 𝑦0 ൌ 0, 𝑧0 ൌ 0;  𝑥ሶ0 ൌ 0, 𝑦ሶ0 ൌ 𝑣0 cos𝛼, 𝑧ሶ0 ൌ 𝑣0 sin 𝛼.   ሺ12.19ሻ 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɩɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ дɢɫɫɢɩаɬɢвɧɵɯ ɫɢɥ, ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɵɯ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ (ɫɦ. § 3), 

𝐿 ൌ 𝑒
𝑘
𝑚𝑡 ቆ

𝑚𝒓ሶ 2

2 െ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻቇ, 

в ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɵɯ дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ 

𝐿 ൌ 𝑒
𝑘
𝑚𝑡 ቆ

𝑚ሺ𝑥ሶ 2 ൅ 𝑦ሶ 2 ൅ 𝑧ሶ2ሻ
2 െ 𝑚𝑔𝑧ቇ.                         ሺ12.20ሻ 

Здɟɫɶ ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ ɧа ɱаɫɬɢɰɭ ɩɨ ɨɫɢ 𝑧 дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɢɥа ɬɹɠɟɫɬɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧. 

С ɩɨɦɨɳɶɸ (12.20) ɧаɣдɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑥 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑥ሶ ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡𝑚𝑥ሶ , 𝑝𝑦 ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑦ሶ ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡𝑚𝑦ሶ , 𝑝௭ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝑧ሶ ൌ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡𝑚𝑧ሶ. 

Оɬɫɸда  

{
 
 

 
 𝑥ሶ ൌ 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡
𝑝𝑥
𝑚 ,

𝑦ሶ ൌ 𝑒−
𝑘
𝑚𝑡
𝑝𝑦
𝑚 ,

𝑧ሶ ൌ 𝑒−
𝑘
𝑚𝑡
𝑝௭
𝑚 .

                                                ሺ12.21ሻ 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ (12.20) ɢ (12.21) ɫɨɫɬавɢɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ 𝑝𝑥𝑥ሶ ൅ 𝑝𝑦𝑦ሶ ൅ 𝑝௭𝑧ሶ െ 𝐿 ൌ 𝑒
−𝑘𝑚𝑡 ቆ

𝑝𝑥2 ൅ 𝑝𝑦2 ൅ 𝑝௭2

2𝑚 ቇ ൅ 𝑒
𝑘
𝑚𝑡𝑚𝑔𝑧. 
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В ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝑥ሶ , 𝑦ሶ , 𝑧ሶ ɫɨвɩадɭɬ ɫ 
ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ (12.21). Дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɢɦɟɟɦ: 

𝑝ሶ𝑥 ൌ 0,   𝑝ሶ𝑦 ൌ 0,   𝑝ሶ௭ ൌ െ𝑚𝑔𝑒
𝑘
𝑚𝑡, 

ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝑝𝑥 ൌ 𝑝𝑥0, 𝑝𝑦 ൌ 𝑝𝑦0, 𝑝௭ ൌ
𝑚2𝑔
𝑘 ൬1 െ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡൰ ൅ 𝑝௭0, 

гдɟ 𝑝𝑥0, 𝑝𝑦0, 𝑝௭0 ൌ const. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ, ɫɢɫɬɟɦа (12.21) ɩɪɢɦɟɬ вɢд  

{
  
 

  
 𝑥ሶ ൌ 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡
𝑝𝑥0

𝑚 ,

𝑦ሶ ൌ 𝑒−
𝑘
𝑚𝑡
𝑝𝑦0

𝑚 ,

𝑧ሶ ൌ 𝑒−
𝑘
𝑚𝑡 ቆ

𝑚𝑔
𝑘 ൬1 െ 𝑒

𝑘
𝑚𝑡൰ ൅

𝑝௭0

𝑚ቇ .

                          ሺ12.22ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɫɸда 𝑡 ൌ 0 ɢ ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɧаɱаɥɶɧɵɟ ɭɫɥɨвɢɹ (12.19), вɵɪаɡɢɦ 
𝑝𝑥0, 𝑝𝑦0, 𝑝௭0 ɱɟɪɟɡ ɩɪɨɟɤɰɢɢ ɡадаɧɧɨɣ в ɭɫɥɨвɢɢ ɡадаɱɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 𝒗0: 

ቐ
𝑝𝑥0 ൌ 0,
𝑝𝑦0 ൌ 𝑚𝑣0 cos 𝛼 ,
𝑝௭0 ൌ 𝑚𝑣0 sin 𝛼 .

 

Пɪɢ ɷɬɨɦ ɫɢɫɬɟɦа (12.22) ɡаɩɢɲɟɬɫɹ ɤаɤ 

{
 
 

 
 𝑥ሶ ൌ 0,

𝑦ሶ ൌ 𝑒−
𝑘
𝑚𝑡𝑣0 cos 𝛼 ,

𝑧ሶ ൌ ቀ𝑣0 sin 𝛼 ൅
𝑚𝑔
𝑘 ቁ 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡 െ

𝑚𝑔
𝑘 .

                             ሺ12.23ሻ 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɭɪавɧɟɧɢɹ (12.23), ɢɦɟɟɦ: 
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{
 
 

 
 
𝑥 ൌ 𝐶1,

𝑦 ൌ െ
𝑣0𝑚
𝑘 cos𝛼 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡 ൅ 𝐶2,

𝑧 ൌ െ
𝑚
𝑘 ቀ𝑣0 sin 𝛼 ൅

𝑚𝑔
𝑘 ቁ 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡 െ

𝑚𝑔
𝑘 𝑡 ൅ 𝐶3,

          ሺ12.24ሻ 

гдɟ 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 – ɤɨɧɫɬаɧɬɵ. 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɧаɱаɥɶɧɵɯ ɭɫɥɨвɢɣ (𝑥0 ൌ 0, 𝑦0 ൌ 0, 𝑧0 ൌ 0ሻ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦ, ɱɬɨ 

С1 ൌ 0, 𝐶2 ൌ
𝑣0𝑚
𝑘

cos𝛼 , 𝐶3 ൌ
𝑚
𝑘
ሺ𝑣0 sin 𝛼 ൅

𝑚𝑔
𝑘
ሻ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɧаɣдɟɧɧɵɟ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ в (12.24), ɩɨɥɭɱɢɦ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ: 

{
 
 

 
 
𝑥 ൌ 0,

𝑦 ൌ
𝑣0𝑚
𝑘 cos𝛼ሺ1 െ𝑒−

𝑘
𝑚𝑡ሻ,

𝑧 ൌ
𝑚
𝑘 ቀ𝑣0 sin 𝛼 ൅

𝑚𝑔
𝑘 ቁ ሺ1 െ 𝑒−

𝑘
𝑚𝑡ሻ െ

𝑚𝑔
𝑘 𝑡.

 

■ 

Каɤ бɵɥɨ ɩɨɤаɡаɧɨ вɵɲɟ, гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɩɨɥɭɱаɟɬɫɹ ɢɡ ɥагɪаɧɠɢаɧа. 
Мɨɠɧɨ ɫдɟɥаɬɶ ɢ ɨбɪаɬɧɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ: ɡɧаɹ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ. 

 

Задаɱа 12.7. Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 

𝐻 ൌ
𝑝𝑥2𝑡
2
൅ 𝑝𝑥𝑝𝑦 ൅

𝑝௭2

2
. 

Наɣдɢɬɟ ɥагɪаɧɠɢаɧ. 

□ Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ෍𝑝D

𝑠

D=1

𝑞ሶD െ 𝐿. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  
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𝐿 ൌ ෍𝑝D

𝑠

D=1

𝑞ሶD െ𝐻. 

В ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɩɪɢɦɟɬ вɢд 

𝐿 ൌ 𝑝𝑥𝑥ሶ ൅ 𝑝𝑦𝑦ሶ ൅ 𝑝௭𝑧ሶ െ
𝑝𝑥2𝑡
2 െ 𝑝𝑥𝑝𝑦 െ

𝑝௭2

2 .                       ሺ12.25ሻ 

Одɧаɤɨ ɮɭɧɤɰɢɹ (12.25) ɧɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɥагɪаɧɠɢаɧɨɦ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɡавɢɫɢɬ 
ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв. Дɥɹ ɬɨгɨ, ɱɬɨбɵ ɢɫɤɥɸɱɢɬɶ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ 
ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɢɡ (12.25), ɡаɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝑥ሶ , 𝑦ሶ , 𝑧ሶ. Иɦɟɟɦ: 

𝑥ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝х

ൌ 𝑝𝑥𝑡 ൅ 𝑝𝑦; 𝑦ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑦

ൌ 𝑝𝑥; 𝑧ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝௭

ൌ 𝑝௭.  

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝑝х ൌ 𝑦ሶ ;  𝑝𝑦 ൌ 𝑥ሶ െ 𝑦ሶ 𝑡;  𝑝௭ ൌ 𝑧ሶ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɧаɣдɟɧɧɵɟ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ 𝑝х, 𝑝𝑦, 𝑝௭ в (12.25), ɩɨɥɭɱаɟɦ 
ɥагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ 𝑥ሶ𝑦ሶ െ
𝑦ሶ 2𝑡
2 ൅

𝑧ሶ2

2 . 

■ 

 

 

 

 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

12.8. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, ɤɨɬɨɪаɹ двɢɠɟɬɫɹ в 
ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɧаɤɥɨɧɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɫɨɫɬавɥɹɸɳɟɣ ɭгɨɥ 𝛼 ɫ 
гɨɪɢɡɨɧɬɨɦ.  

12.9. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɨдɧɨɦɟɪɧɨгɨ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа c ɦаɫɫɨɣ 𝑚 ɢ ɱаɫɬɨɬɨɣ 𝜔. 
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12.10. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɫ ɦаɫɫɨɣ 
𝑚 ɢ дɥɢɧɨɣ 𝑙 (ɪɢɫ. 2.5). 

12.11. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɡаɪɹɠɟɧɧɨгɨ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа (ɡаɪɹд 𝑞, ɦаɫɫа 𝑚, ɱаɫɬɨɬа 𝜔), ɧаɯɨдɹɳɟгɨɫɹ в ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɢ 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗. 

12.12. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ вɨɥɱɤа в ɩɨɥɟ 
ɬɹɠɟɫɬɢ, ɬɨɱɤа ɨɩɨɪɵ ɤɨɬɨɪɨгɨ двɢɠɟɬɫɹ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑥, 𝑦. 

12.13. Наɩɢɲɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ дɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝑁 вɡаɢɦɨдɟɣɫɬвɭɸɳɢɯ ɩɨ 
ɡаɤɨɧɭ Кɭɥɨɧа ɡаɪɹɠɟɧɧɵɯ ɱаɫɬɢɰ (ɦаɫɫɵ 𝑚𝑖 ɢ ɡаɪɹдɵ 𝑞𝑖), ɧаɯɨдɹɳɢɯɫɹ вɨ 
вɧɟɲɧɟɦ ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɩɨɬɟɧɰɢаɥаɦɢ 𝑨 ɢ 𝜙. 

12.14. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ 𝑎𝑧ሶ2 2⁄ െ 𝑏𝑧. 

Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ.  

12.15. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝑚𝑠ሶ2

2 ൅ 𝑚𝑔𝑠 െ
𝑘
2ቌ2

ඨቀ
𝑎
2ቁ

2
൅ 𝑠2 െ 𝑎ቍ

2

;  𝑚, 𝑎, 𝑘, 𝑔 ൌ  const. 

Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ.  

12.16. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

 𝐿 ൌ
𝑎2𝜑ሶ 2

2
ሺ𝑚1cos2𝜃 ൅𝑚2sin2𝜃ሻ െ

𝑔𝑎
√2

ሺ𝑚1sin𝜃 ൅𝑚2cos𝜃ሻ; 

  𝑚1,𝑚2, 𝑔, 𝑎 ൌ  const. 
Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ.  

12.17. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐿 ൌ
𝑚𝑟ሶ 2

2 ൅
𝑒2𝑅

2ሺ𝑟2 െ 𝑅2ሻ ;    𝑚, 𝑒, 𝑅 ൌ const. 

Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ.  

12.18. Лагɪаɧɠɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ вɢд 
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𝐿 ൌ െ𝑚0𝑐2ඨ1 െ
𝒓ሶ 2

𝑐2 ;     𝑚0, 𝑐 ൌ const. 

Наɣдɢɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɬаɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

12.19. Сɨɫɬавɶɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɫɥɭɱаɹ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑟ሻ. 

12.20. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɪадɢɭɫа 𝑅 
(ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɣ ɦаɹɬɧɢɤ). 

12.21. Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɰɢɥɢɧдɪа ɪадɢɭɫа 𝑅 в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ, в 
ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ. 

12.22. Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɡаɪɹда 𝑞 ɢ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в 
ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝓗, ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝐻 ൌ
1
2𝑚

ሺ𝑝𝑥2 ൅ 𝑝௭2ሻ ൅
1
2𝑚 ቀ𝑝𝑦 െ

𝑞
𝑐 𝐻𝑥ቁ

2
;   𝑐 ൌ const. 

Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ.  

 

Оɬвɟɬɵ ɤ ɡадаɱаɦ дɥɹ ɫаɦɨɫɬɨɹɬɟɥɶɧɨгɨ ɪɟɲɟɧɢɹ 

𝟏𝟐. 𝟖. 𝐻 ൌ
𝑝𝑥2

2𝑚 െ𝑚𝑔𝑥 sin 𝛼 .   𝟏𝟐. 𝟗. 𝐻 ൌ
𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2𝑥2

2 .   

𝟏𝟐. 𝟏𝟎.  𝐻 ൌ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑙2 െ 𝑚𝑔𝑙 cos𝜑. 

𝟏𝟐. 𝟏𝟏.𝐻 ൌ
1
2𝑚ቆ𝒑 െ

𝑞
2𝑐
ሺ𝓗ൈ 𝒓ሻቇ

2

൅
𝑚𝜔2𝒓2

2 . 

𝟏𝟐. 𝟏𝟐.𝐻 ൌ
1
2𝑚

ሺ𝑝𝑋2 ൅ 𝑝𝑌2ሻ ൅
𝑚𝑙2sin2𝜃𝑝ఏ2 ൅ 𝐼𝑝ఏ2

2ሺ𝑚𝑙2sin2𝜃 ൅ 𝐼ሻ2 ൅
൫𝑝ఝ െ 𝐼3𝑝టcos𝜃൯

2

2𝐼sin2𝜃 ൅ 

൅𝑚𝑔𝑙cos𝜃;  
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гдɟ 𝐼1 ൌ 𝐼2 ് 𝐼3 – гɥавɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɢɧɟɪɰɢɢ, 𝑚 – ɦаɫɫа ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа, 𝑙 – 
ɪаɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ ɰɟɧɬɪа ɢɧɟɪɰɢɢ вɨɥɱɤа дɨ ɬɨɱɤɢ ɨɩɨɪɵ, 𝑋, 𝑌, 𝑍 – дɟɤаɪɬɨвɵ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɰɟɧɬɪа ɦаɫɫ, 𝜑, 𝜃, 𝜓 – ɭгɥɵ Эɣɥɟɪа.  

𝟏𝟐. 𝟏𝟑.𝐻 ൌ෍
1
2𝑚𝑖

ቆ𝒑 െ
𝑞𝑖
𝑐 𝑨

ሺ𝒓𝑖, 𝑡ሻቇ
2𝑁

𝑖=1

൅෍
𝑞𝑖𝑞௝
𝑟𝑖௝

𝑁

𝑖≠௝

൅෍𝑞𝑖𝜙ሺ𝒓𝒊, 𝑡ሻ
𝑁

𝑖=1

. 

 𝟏𝟐. 𝟏𝟒.𝐻 ൌ
𝑝2

2𝑎 ൅ 𝑏𝑧. 

𝟏𝟐. 𝟏𝟓.𝐻 ൌ
𝑝𝑠2

2𝑚 െ𝑚𝑔𝑠 ൅
𝑘
2ቌ2

ඨቀ
𝑎
2ቁ

2
൅ 𝑠2 െ 𝑎ቍ

2

. 

𝟏𝟐. 𝟏𝟔.𝐻 ൌ
𝑝ఝ2

2𝑎2ሺ𝑚1cos2𝜃 ൅𝑚2sin2𝜃ሻ
൅
𝑔𝑎
√2
ሺ𝑚1sin𝜃 ൅𝑚2cos𝜃ሻ; 

𝟏𝟐. 𝟏𝟕.  𝐻 ൌ
𝑝𝑟2

2𝑚 െ
𝑒2𝑅

2ሺ𝑟2 െ 𝑅2ሻ .   𝟏𝟐. 𝟏𝟖.𝐻 ൌ ඥ𝒑2с2 ൅ 𝐴2. 

𝟏𝟐. 𝟏𝟗.  𝐻 ൌ ቆ𝑝𝑟2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2ቇ ൅ 𝑈
ሺ𝑟ሻ;   𝑟ሶ ൌ

𝑝𝑟
𝑚 , 𝜑ሶ ൌ

𝑝ఝ
𝑚𝑟2, 

  𝑝ሶఝ ൌ 0,     𝑝ሶ𝑟 ൌ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑟3 െ
𝑑𝑈
𝑑𝑟 . 

𝟏𝟐. 𝟐𝟎.  𝜃ሶ ൌ
𝑝ఏ
𝑚𝑅2 ,   𝜑ሶ ൌ

𝑝ఝ
𝑚𝑅2sin2𝜃,    𝑝ሶఝ ൌ 0,   𝑝ሶఏ ൌ

𝑝ఝ2cos𝜃
𝑚𝑅2sin3𝜃 െ𝑚𝑔𝑅sin𝜃. 

𝟏𝟐. 𝟐𝟏.𝐻 ൌ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑅2 ൅
𝑝௭2

2𝑚 ൅𝑚𝑔𝑧. 

𝟏𝟐. 𝟐𝟐. 𝑥 ൌ 𝐴cosሺ𝜔𝑡 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝑥0,  𝑦 ൌ െ𝐴sinሺ𝜔𝑡 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝑦0,  𝑧 ൌ
𝑝௭
𝑚 𝑡 ൅ 𝑧0. 

§ 13. Сɤɨбɤɢ Пɭаɫɫɨɧа. Иɧɬегɪаɥɵ двɢжеɧɢɹ в ɮɨɪɦаɥɢɡɦе 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа 

Пɭɫɬɶ даɧɵ двɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɢ вɪɟɦɟɧɢ 𝑓ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ ɢ 
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𝑔ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ*. Скобка Пуассона ɮɭɧɤɰɢɣ 𝑓 ɢ 𝑔 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ 
ɪавɟɧɫɬвɨɦ 

ሼ𝑓, 𝑔ሽ ൌ ෍൬
𝜕𝑓
𝜕𝑝ఈ

𝜕𝑔
𝜕𝑞ఈ

െ
𝜕𝑓
𝜕𝑞ఈ

𝜕𝑔
𝜕𝑝ఈ

൰
𝑠

ఈ=1

.                           ሺ13.1ሻ 

Задаɱа 13.1. Наɣдɢɬɟ ɫɤɨбɤɭ Пɭаɫɫɨɧа ሼ𝑓, 𝑔ሽ дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɣ 𝑓 ൌ 𝑝𝑞,           
𝑔 ൌ ඥ𝑝2 ൅ 𝑞2. 

□ Пɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ (13.1)  

ሼ𝑓, 𝑔ሽ ൌ
𝜕𝑓
𝜕𝑝
𝜕𝑔
𝜕𝑞 െ

𝜕𝑓
𝜕𝑞
𝜕𝑔
𝜕𝑝 ൌ

𝑞2

ඥ𝑝2 ൅ 𝑞2
െ

𝑝2

ඥ𝑝2 ൅ 𝑞2
ൌ

𝑞2 െ 𝑝2

ඥ𝑝2 ൅ 𝑞2
. 

■ 

Пɪɢвɟдɟɦ ɨɫɧɨвɧɵɟ ɫвɨɣɫɬва ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа. Дɥɹ ɥɸбɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 𝑓, 𝑔 
ɢ ℎ, ɡавɢɫɹɳɢɯ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɢ вɪɟɦɟɧɢ 
ɫɩɪавɟдɥɢвɵ ɫɥɟдɭɸɳɢɟ ɪавɟɧɫɬва: 

1ሻ  ሼ𝑓, 𝑔ሽ ൌ െሼ𝑔, 𝑓ሽ; 

2ሻ  ሼ𝑓, 𝐶ሽ=0, ɟɫɥɢ  𝐶 ൌ const; 

3ሻ  ሼ𝑓, 𝑓ሽ ൌ 0; 

4ሻ  ሼ𝑓 ൅ ℎ, 𝑔ሽ ൌ ሼ𝑓, 𝑔ሽ ൅ ሼℎ, 𝑔ሽ; 

5ሻ  ሼ𝑓ℎ, 𝑔ሽ ൌ 𝑓ሼℎ, 𝑔ሽ ൅ ℎሼ𝑓, 𝑔ሽ; 

6ሻ  
𝜕
𝜕𝑡
ሼ𝑓, 𝑔ሽ ൌ ൜

𝜕𝑓
𝜕𝑡 , 𝑔ൠ ൅ ൜𝑓,

𝜕𝑔
𝜕𝑡 ൠ ; 

7ሻ  ሼ𝑓, 𝑞ఈሽ ൌ
𝜕𝑓
𝜕𝑝ఈ

;  ሼ𝑓, 𝑝ఈሽ ൌ െ
𝜕𝑓
𝜕𝑞ఈ

; 

8ሻ  ൛𝑞ఈ, 𝑞ఉൟ ൌ 0;  ൛𝑝ఈ, 𝑝ఉൟ ൌ 0;  ൛𝑝ఈ, 𝑞ఉൟ ൌ 𝛿ఈఉ; 

9ሻ  ሼ𝑓, ሼ𝑔, ℎሽሽ ൅ ሼℎ, ሼ𝑓, 𝑔ሽሽ ൅ ሼ𝑔, ሼℎ, 𝑓ሽሽ ൌ 0 (тождество Якоби). 

                                           
* Эɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɬаɤɠɟ ɦɨгɭɬ ɡавɢɫɟɬɶ ɢ ɨɬ ɤаɤɢɯ-ɥɢбɨ дɪɭгɢɯ ɩаɪаɦɟɬɪɨв. 



163 

 

Вɵɱɢɫɥɟɧɢɟ ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа ɢ ɨɩɟɪаɰɢɢ ɫ ɧɢɦɢ ɭдɨбɧɨ ɩɪɨɢɡвɨдɢɬɶ, 
ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɫвɨɣɫɬва 1)-9).  

Задаɱа 13.2. Наɣдɢɬɟ ɫɤɨбɤɭ Пɭаɫɫɨɧа ൛𝑝𝑥 ൅ 𝑝𝑦, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ.  
□ Вɨɫɩɨɥɶɡɨвавɲɢɫɶ ɫвɨɣɫɬвɨɦ 4) ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа, ɩɨɥɭɱɢɦ: 

൛𝑝𝑥 ൅ 𝑝𝑦, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ ൌ ൛𝑝𝑥, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ ൅ ൛𝑝𝑦, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ. 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɫвɨɣɫɬвɨ 1), ɩɨɦɟɧɹɟɦ ɩɨɪɹдɨɤ ɱɥɟɧɨв в ɫɤɨбɤаɯ Пɭаɫɫɨɧа в ɩɪавɨɣ 
ɱаɫɬɢ даɧɧɨгɨ ɪавɟɧɫɬва. Тɨгда  

൛𝑝𝑥 ൅ 𝑝𝑦, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ ൌ െ൛𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦, 𝑝𝑥ൟ െ ൛𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦, 𝑝𝑦ൟ.       ሺ13.2ሻ 

Даɥɟɟ вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɫвɨɣɫɬвɨɦ 7), ɫɨгɥаɫɧɨ ɤɨɬɨɪɨɦɭ 

൛𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦, 𝑝𝑥ൟ ൌ െ
𝜕൫𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦൯

𝜕𝑥 ൌ 0, 

൛𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦, 𝑝𝑦ൟ ൌ െ
𝜕൫𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦൯

𝜕𝑦 ൌ െ𝑝௭. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɡɧаɱɟɧɢɹ в (13.2), ɨɤɨɧɱаɬɟɥɶɧɨ ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 

൛𝑝𝑥 ൅ 𝑝𝑦, 𝑦𝑝௭ െ 𝑧𝑝𝑦ൟ ൌ 𝑝௭. ■ 

Задаɱа 13.3. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в 
вɢдɟ: 

𝑞ሶఈ ൌ ሼ𝐻, 𝑞ఈሽ, 𝑝ሶఈ ൌ ሼ𝐻, 𝑝ఈሽ        ሺ𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ. 
 
□ Уɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɟɫɬɶ  

𝑞ሶD ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝D

, 𝑝ሶD ൌ െ
𝜕𝐻
𝜕𝑞D

       ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ. 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɫвɨɣɫɬва 7) ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа ɩɪɟɨбɪаɡɭɟɦ ɩɪавɵɟ ɱаɫɬɢ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɤ вɢдɭ 

𝜕𝐻
𝜕𝑝D

ൌ ሼ𝐻, 𝑞ఈሽ, െ 
𝜕𝐻
𝜕𝑞D

ൌ ሼ𝐻, 𝑝ఈሽ     ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ вɦɟɫɬɨ  𝜕𝐻 𝜕𝑝D⁄  ɢ െ𝜕𝐻 𝜕𝑞D⁄  ɢɯ вɵɪаɠɟɧɢɹ ɱɟɪɟɡ ɫɤɨбɤɢ 
Пɭаɫɫɨɧа, ɩɪɢдɟɦ ɤ ɢɫɤɨɦɵɦ ɪавɟɧɫɬваɦ: 
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𝑞ሶఈ ൌ ሼ𝐻, 𝑞ఈሽ,           𝑝ሶఈ ൌ ሼ𝐻, 𝑝ఈሽ          ሺ𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ.    
■ 

Каɤ ɢ в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Лагɪаɧɠа, в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа бɨɥɶɲɨɟ 
ɡɧаɱɟɧɢɟ дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢгɪаɸɬ 
ɢɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ. В ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ 
ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ሼ𝑞ሽ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ሼ𝑝ሽ 
ɢ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡, ɫɨɯɪаɧɹɸɳаɹ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɟ 
ɡɧаɱɟɧɢɟ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ 
вɢда 

𝑓ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ ൌ 𝐶, 

гдɟ 𝑠 – ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ ɫвɨбɨдɵ ɫɢɫɬɟɦɵ, а 𝐶 ɹвɥɹɟɬɫɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ вɟɥɢɱɢɧɨɣ, 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɨɣ ɧаɱаɥɶɧɵɦɢ ɭɫɥɨвɢɹɦɢ. Оɬɥɢɱɢɟɦ ɡдɟɫɶ ɨɬ ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ 
в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Лагɪаɧɠа ɹвɥɹɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɬɨ, ɱɬɨ в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа 
ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ вɦɟɫɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ ɫɨдɟɪɠɢɬ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ 
ɢɦɩɭɥɶɫɵ. 

 Пɭɫɬɶ 𝑓ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ – ɧɟɤɨɬɨɪаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ሼ𝑞ሽ ɢ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ሼ𝑝ሽ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɨɩɢɫɵваɟɦɨɣ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɨɦ 𝐻. Пɨɥɧɭɸ ɩɪɨɢɡвɨдɧɭɸ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓 ɩɨ вɪɟɦɟɧɢ ɦɨɠɧɨ 
ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ  

𝑑𝑓
𝑑𝑡 ൌ

𝜕𝑓
𝜕𝑡 ൅

ሼ𝐻, 𝑓ሽ. 

Тɨгда ɭɫɥɨвɢɟ ɬɨгɨ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑓ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ – ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ, ɡаɩɢɲɟɬɫɹ ɤаɤ 

𝜕𝑓
𝜕𝑡
൅ ሼ𝐻, 𝑓ሽ ൌ 0. 

В ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, ɟɫɥɢ 𝑓 ɟɫɬɶ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ 
вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ. 𝑓ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑞, 𝑝ሻ, ɬɨ ɟгɨ ɫɤɨбɤа Пɭаɫɫɨɧа ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɨɥɠɧа ɨбɪаɳаɬɶɫɹ в ɧɭɥɶ: 

ሼ𝐻, 𝑓ሽ ൌ 0. 

Задаɱа 13.4. Пɭɫɬɶ 𝑓ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ � ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ 
ɫɢɫɬɟɦɵ. Кɨɨɪдɢɧаɬа 𝑞ఈ ɧɟ вɯɨдɢɬ ɹвɧɵɦ ɨбɪаɡɨɦ в гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ, 
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ɬ.ɟ. 𝑞ఈ � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬа. Дɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɬаɤɠɟ 𝜕𝑛𝑓/𝜕𝑞ఈ𝑛 ሺ𝑛 ൌ 1,2,3, … ሻ. 

□ Пɨɫɤɨɥɶɤɭ 𝑓ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ � ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ, дɨɥɠɧɨ вɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ 
ɪавɟɧɫɬвɨ  

𝜕𝑓
𝜕𝑡 ൅

ሼ𝐻, 𝑓ሽ ൌ 0. 

Дɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨваɧɢɟ ɨбɟɢɯ ɱаɫɬɟɣ ɷɬɨгɨ ɪавɟɧɫɬва ɩɨ 𝑞ఈ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɬɨгɨ, 
ɱɬɨ 𝜕𝑛𝐻/𝜕𝑞ఈ𝑛 ൌ 0 (ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝑞ఈ � ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ), даɟɬ: 

𝜕
𝜕𝑡
𝜕𝑛𝑓
𝜕𝑞ఈ𝑛

൅ ൜𝐻,
𝜕𝑛𝑓
𝜕𝑞ఈ𝑛

ൠ ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝜕𝑛𝑓/𝜕𝑞ఈ𝑛 � ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ. ■ 

Иɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ ɦɨɠɧɨ ɧаɣɬɢ ɩɨ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɭ ɫɢɫɬɟɦɵ, 
ɩɨɥɶɡɭɹɫɶ ɫɥɟдɭɸɳɢɦɢ ɩɪавɢɥаɦɢ: 

1) ɟɫɥɢ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ. 𝜕𝐻 𝜕𝑡⁄ ൌ 0, ɬɨ 
ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐻ሺ𝑞, 𝑝ሻ ൌ const; 

2) ɟɫɥɢ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞ఈ (𝑞ఈ � 
ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬа), ɬ.ɟ. 𝜕𝐻 𝜕𝑞D⁄ ൌ 0, ɬɨ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ ɹвɥɹɟɬɫɹ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝ఈ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɣ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɟ 𝑞D; 

3) ɟɫɥɢ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞𝑘 ɢ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɟгɨ ɟɣ ɨбɨбɳɟɧɧɨгɨ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑝𝑘 (ɧаɩɪɢɦɟɪ, 𝑞1 ɢ 𝑝1) ɥɢɲɶ 
ɱɟɪɟɡ ɮɭɧɤɰɢɸ 𝑓ሺ𝑞𝑘, 𝑝𝑘ሻ, ɬ.ɟ., 

𝐻 ൌ 𝐻ሺ𝑓ሺ𝑞𝑘, 𝑝𝑘ሻ, 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑘−1, 𝑞𝑘+1, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘−1, 𝑝𝑘+1, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ, 

ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑓ሺ𝑞𝑘, 𝑝𝑘ሻ � ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ. 

В ɫɥɭɱаɟ, ɟɫɥɢ в гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɟ вɵдɟɥɹɸɬɫɹ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓 ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɯ ɢɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв, 
ɧаɩɪɢɦɟɪ, 𝑞1, 𝑝1, 𝑞2, 𝑝2, … , 𝑞𝑘, 𝑝𝑘, ɬ.ɟ. 

𝐻 ൌ 𝐻ሺ𝑓ሺ𝑞1, 𝑝1, 𝑞2, 𝑝2, … , 𝑞𝑘, 𝑝𝑘ሻ, 𝑞𝑘+1, … , 𝑞𝑠, 𝑝𝑘+1, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ, 

ɬɨ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ бɭдɟɬ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑓ሺ𝑞1, 𝑝1, 𝑞2, 𝑝2, … , 𝑞𝑘, 𝑝𝑘ሻ. 
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Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа, ɤаɤ ɢ в ɫɥɭɱаɟ ɮɨɪɦаɥɢɡɦа Лагɪаɧɠа, ɱаɫɬɨ бɵваɟɬ ɭдɨбɧɵɦ 
вɧаɱаɥɟ ɧаɣɬɢ ɢɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ. Наɣдɟɧɧɵɟ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɟ ɢɧɬɟгɪаɥɵ 
двɢɠɟɧɢɹ ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ дɨɩɨɥɧɢɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɬаɤ, ɱɬɨбɵ 
ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɫɢɫɬɟɦɭ 2𝑠 ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ 2𝑠 ɮɭɧɤɰɢɣ 
𝑞Dሺ𝑡ሻ, 𝑝Dሺ𝑡ሻ ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ ɢ ɩɪɨɢɧɬɟгɪɢɪɨваɬɶ ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ.  

Задаɱа 13.5. Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɨдɧɨɦɟɪɧɨɣ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɦɟɟɬ 
вɢд 

𝐻ሺ𝑞, 𝑝, 𝑡ሻ ൌ
𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 ൅ 𝜆ሺ𝑡ሻ ቆ
𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 ቇ
4

, 

гдɟ 𝑚 ൐ 0,𝜔,– ɤɨɧɫɬаɧɬɵ, 𝜆ሺ𝑡ሻ – ɮɭɧɤɰɢɹ, ɡавɢɫɹɳаɹ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ. 
Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

□ Пɟɪɟɦɟɧɧɵɟ 𝑞 ɢ 𝑝 вɯɨдɹɬ в гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɬɨɥɶɤɨ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

𝑓ሺ𝑞, 𝑝ሻ ൌ
𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 , 

ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 𝑓ሺ𝑞, 𝑝ሻ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ, ɬ.ɟ.  

𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 ൌ 𝐶,                                        ሺ13.3ሻ 

гдɟ 𝐶 ൌ const.  

Дɨɩɨɥɧɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ (13.3) ɭɪавɧɟɧɢɟɦ Гаɦɢɥɶɬɨɧа 

𝑞ሶ ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑝

ൌ
𝑝
𝑚൭

1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻ ቆ
𝑝2

2𝑚
൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 ቇ
3

൱, 

ɤɨɬɨɪɨɟ ɫ ɭɱɟɬɨɦ (13.3) ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ   

𝑞ሶ ൌ
𝑝
𝑚
ሺ1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻС3ሻ.                                      ሺ13.4ሻ 

Уɪавɧɟɧɢɹ (13.3) ɢ (13.4) ɨбɪаɡɭɸɬ ɫɢɫɬɟɦɭ двɭɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɫ двɭɦɹ 
ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɦɢ 𝑞 ɢ 𝑝. 

Иɡ (13.4) вɵɪаɡɢɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝, ɢɦɟɟɦ: 
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𝑝 ൌ
𝑚𝑞ሶ

1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻ𝐶3. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɧаɣдɟɧɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ дɥɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨгɨ ɢɦɩɭɥɶɫа в (13.3), 
ɩɨɥɭɱаɟɦ 

𝑚𝑞ሶ 2

2ሺ1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻ𝐶3ሻ2 ൅
𝑚𝜔2𝑞2

2 ൌ 𝐶, 

ɨɬɤɭда  

𝑞ሶ ൌ
𝑑𝑞
𝑑𝑡 ൌ േ

ሺ1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻ𝐶3ሻඨ
2𝐶
𝑚 െ 𝜔2𝑞2. 

Зɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 𝑞ሶ ൐ 0 (𝑞ሶ ൏ 0). Раɡдɟɥɹɹ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ ɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ, ɧаɣдɟɦ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ в 
ɤвадɪаɬɭɪаɯ:  

නሺ1 ൅ 4𝜆ሺ𝑡ሻ𝐶3ሻ
𝑡

𝑡బ

𝑑𝑡 ൌ න
𝑑𝑞

േට2𝐶𝑚 െ𝜔2𝑞2

𝑞

𝑞బ

,   𝑞0 ൌ 𝑞ሺ𝑡0ሻ.  

В ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, ɟɫɥɢ ɩаɪаɦɟɬɪ 𝜆 ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ. 𝜆ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜆, ɬɨ 
ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ, ɩɨɥɭɱɢɦ:  

ሺ1 ൅ 4𝜆𝐶3ሻሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ ൌ േ
1
𝜔
{
 

 
arcsin

𝜔𝑞

ට2𝐶𝑚

െ arcsin
𝜔𝑞0

ට2𝐶𝑚}
 

 
, 

ɨɬɤɭда  

𝑞 ൌ േ
1
𝜔
ඨ2𝐶
𝑚 sinሾ𝜔ሺ1 ൅ 4𝜆С3ሻ𝑡 ൅ 𝛼ሿ, 

гдɟ 

𝛼 ൌ arcsin
𝜔𝑞0

ට2𝐶𝑚

∓ 𝜔ሺ1 ൅ 4𝜆С3ሻ𝑡0. 
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Задаɱа 13.6. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ ɩɨ 
абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤɨɣ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɤɪɭгɨвɨгɨ ɤɨɧɭɫа ɫ ɭгɥɨɦ ɪаɫɬвɨɪа  2D; ɨɫɶ 
ɤɨɧɭɫа ɧаɩɪавɥɟɧа вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ (ɪɢɫ. 1.5). На ɱаɫɬɢɰɭ ɬаɤɠɟ дɟɣɫɬвɭɟɬ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɟ ɢ ɨдɧɨɪɨдɧɨɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɟ ɩɨɥɟ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓔, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɣ 
ɩɨ вɟɪɬɢɤаɥɢ (вдɨɥɶ ɨɫɢ ɤɨɧɭɫа). Пɨɫɬɪɨɣɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɧаɣдɢɬɟ ɢɧɬɟгɪаɥɵ 
двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. 

□ Дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɡадаɱɢ ɭдɨбɧɨ вɵбɪаɬɶ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 
Наɩɪавɢɦ ɩɨɥɹɪɧɭɸ ɨɫɶ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ (ɨɫɶ 𝑧 ɧа ɪɢɫ. 1.5) ɩɨ 
ɨɫɢ ɤɨɧɭɫа вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ, а ɡа ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɩɪɢɦɟɦ вɟɪɲɢɧɭ ɤɨɧɭɫа. 
Пɪɢ ɷɬɨɦ ɭɫɥɨвɢɟ ɫвɹɡɢ ɡаɩɢɲɟɬɫɹ ɤаɤ 

𝜃 ൌ 𝛼.                                                          ሺ13.5ሻ 

Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɢ ɩɨɥɟ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɫɢɥ даɟɬɫɹ вɵɪаɠɟɧɢɟɦ (ɫɦ. § 3)  

𝐿 ൌ
𝑚𝒓ሶ 2

2
൅
𝑞
𝑐
ሺ𝑨 ∙ 𝒓ሶ ሻ െ 𝑞Iെ 𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ.                          ሺ13.6ሻ 

Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɧаɣдɟɧа в ɡадаɱɟ 2.1 
ɢ ɪавɧа  

𝑚𝒓ሶ 2

2 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝜃𝜑ሶ 2൯. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫвɹɡɢ (13.5), ɩɨɥɭɱаɟɦ 

𝑚𝒓ሶ 2

2
ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2𝛼𝜑ሶ 2ሻ.                               ሺ13.7ሻ 

Нɨɥɶ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ вɵбɟɪɟɦ в вɟɪɲɢɧɟ ɤɨɧɭɫа 
(в ɧаɱаɥɟ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ). Тɨгда ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ 

𝑈ሺ𝒓, 𝑡ሻ ൌ 𝑚𝑔𝑧 ൌ 𝑚𝑔𝑟cosD.                                  ሺ13.8ሻ 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɦагɧɢɬɧɨгɨ ɩɨɥɹ ɧɟɬ, ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ вɟɤɬɨɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ  

𝑨 ൌ 0.                                                    ሺ13.9ሻ 
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Сɤаɥɹɪɧɵɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥ ɭдɨбɧɨ вɵбɪаɬɶ в вɢдɟ (ɫɦ. ɡадаɱɭ 3.7) 

I ൌ െ𝓔 ∙ 𝒓. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɶ 𝓔 ɧаɩɪавɥɟɧа 
вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ, ɬ.ɟ. ɢɦɟɟɬ ɬɨɥɶɤɨ ɫɨɫɬавɥɹɸɳɭɸ ℰ௭ ൌ ℰ, (дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɫɬɢ 
ɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ 𝓔 ɫɨɧаɩɪавɥɟɧа ɫ ɨɫɶɸ 𝑧), ɬɨ  

I ൌ െ𝓔 ∙ 𝒓 ൌ െℰ𝑟cosD.                                 ሺ13.10ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ (13.7)-(13.10) в ɮɭɧɤɰɢɸ Лагɪаɧɠа (13.6), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2sin2D𝜑ሶ 2ሻ െ ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosD. 

В ɤаɱɟɫɬвɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ в ɮɭɧɤɰɢɢ Лагɪаɧɠа вɵɫɬɭɩаɸɬ 𝑟 ɢ 
M. Наɣдɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ ൌ 𝑚𝑟ሶ ,                                             ሺ13.11ሻ 

𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ

ൌ 𝑚𝑟2sin2D𝜑ሶ .                                   ሺ13.12ሻ 

Уɱɢɬɵваɹ (13.11) ɢ (13.12), ɩɨɥɭɱɢɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ 𝑝𝑟𝑟ሶ ൅ 𝑝ఝ𝜑ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2sin2Dቇ ൅
ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosD.     ሺ13.13ሻ 

Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ (13.13) ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɢ, ɤɪɨɦɟ ɬɨгɨ, 
ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 ɹвɥɹɟɬɫɹ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ (ɧɟ вɯɨдɢɬ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ в 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ). Пɨɷɬɨɦɭ ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ бɭдɭɬ ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

𝐸 ൌ 𝐻 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2sin2Dቇ ൅
ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosD,                ሺ13.14ሻ 

ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ  

𝑝ఝ ൌ const.                                              ሺ13.15ሻ 

В ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ (ɤаɤ ɥɟгɤɨ ɩɪɨвɟɪɢɬɶ) (13.11) ɢ (13.12) 
ɩɪɟдɫɬавɥɹɸɬ ɫɨбɨɣ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ 𝑟ሶ  ɢ 𝜑ሶ  ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. 
Уɪавɧɟɧɢɹ (13.11), (13.12), (13.14) ɢ (13.15) ɨбɪаɡɭɸɬ ɫɢɫɬɟɦɭ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ 
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ɭɪавɧɟɧɢɣ дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. Вɵɪаɠаɹ 𝑝𝑟 ɢɡ (13.14) ɢ 
ɩɨдɫɬавɥɹɹ ɧаɣдɟɧɧɨɟ ɡɧаɱɟɧɢɟ в (13.11), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝑟ሶ ൌ േඨ
2
𝑚ቆ𝐸 െ

𝑝ఝ2

2𝑚𝑟2sin2Dെ
ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosDቇ. 

Зɧаɤ “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, гдɟ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝑟ሶ ൏ 0). Оɬɫɸда 

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑟

േඨ2𝑚ቆ𝐸 െ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑟2sin2Dെ ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosDቇ

.              ሺ13.16ሻ 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ (13.16) (ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɬɨгɨ, ɱɬɨ 𝐸, 𝑝ఝ ൌ constሻ, ɧаɯɨдɢɦ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 
𝑟ሺ𝑡ሻ: 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േඨ2𝑚ቆ𝐸 െ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑟2sin2Dെ ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosDቇ

,   𝑟0 ൌ 𝑟ሺ
𝑟

𝑟బ

𝑡0ሻ. ሺ13.17ሻ 

Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝜑 вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ 
(13.12) ɢ ɬɟɦ ɮаɤɬɨɦ, ɱɬɨ 𝑝ఝ ൌ const. Иɡ (13.12) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

𝜑ሶ ൌ
𝑝ఝ

𝑚𝑟2sin2D, 

ɢɥɢ 

𝑑𝜑 ൌ
𝑝ఝ

𝑚𝑟2sin2D𝑑𝑡.                                        ሺ13.18ሻ 

Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ (13.18), ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɮɨɪɦɭɥɵ дɥɹ 𝑑𝑡 (13.16), ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝜑 െ 𝜑0 ൌ න

𝑝ఝ
𝑚𝑟2sin2D𝑑𝑟

േඨ2𝑚ቆ𝐸 െ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑟2sin2Dെ ሺ𝑚𝑔 െ 𝑞ℰሻ𝑟cosDቇ

,     
𝑟

𝑟బ

 ሺ13.19ሻ 

гдɟ 𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ.  
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Фɨɪɦɭɥɵ (13.17) ɢ (13.19) ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ в 
ɤвадɪаɬɭɪаɯ. ■  

Задаɱа 13.7. Лагɪаɧɠɢаɧ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2൯ െ
𝑓ሺ𝜃ሻ
𝑟2 , 

гдɟ 𝑓ሺ𝜃ሻ � ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ, ɡавɢɫɹɳаɹ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 𝜃. 
Пɨɫɬɪɨɣɬɟ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɧаɣдɢɬɟ ɢɧɬɟгɪаɥɵ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ. 

□ Дɥɹ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧа ɧаɣдɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ ൌ 𝑚𝑟ሶ ,                                             ሺ13.20ሻ 

𝑝ఏ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ

ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ .                                         ሺ13.21ሻ 

Тɨгда гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ 𝑝𝑟𝑟ሶ ൅ 𝑝ఏ𝜃ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఏ2

𝑟2ቇ ൅
𝑓ሺ𝜃ሻ
𝑟2 . 

Пɟɪɟɩɢɲɟɦ ɷɬɭ ɮɭɧɤɰɢɸ в вɢдɟ: 

𝐻 ൌ
𝑝𝑟2

2𝑚 ൅
1
𝑟2 ൭

𝑝ఏ2

2𝑚 ൅ 𝑓ሺ𝜃ሻ൱.                                   ሺ13.22ሻ 

Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɤɪɨɦɟ ɬɨгɨ, ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ 𝑝ఏ ɢ 
𝜃 вɯɨдɹɬ в (13.22) ɬɨɥɶɤɨ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

𝐹ሺ𝜃, 𝑝ఏሻ ൌ
𝑝ఏ2

2𝑚 ൅ 𝑓ሺ𝜃ሻ. 

В ɫвɹɡɢ ɫ ɷɬɢɦ, ɢɧɬɟгɪаɥаɦɢ двɢɠɟɧɢɹ ɹвɥɹɸɬɫɹ* ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

                                           
* Сɥɟдɭɟɬ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ аɧаɥɢɡ ɡадаɧɧɨгɨ в ɭɫɥɨвɢɢ ɡадаɱɢ ɥагɪаɧɠɢаɧа 

ɧɟɩɨɫɪɟдɫɬвɟɧɧɨ ɩɨɡвɨɥɹɟɬ ɨɩɪɟдɟɥɢɬɶ ɬɨɥɶɤɨ ɨдɢɧ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ – ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ 
ɷɧɟɪгɢɸ, ɬɨгда ɤаɤ ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦаɹ ɱаɫɬɢɰа ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ двɭɦɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦɢ 



172 

 

𝐸 ൌ 𝐻 ൌ
𝑝𝑟2

2𝑚 ൅
1
𝑟2 ൭

𝑝ఏ2

2𝑚 ൅ 𝑓ሺ𝜃ሻ൱ 

ɢ ɮɭɧɤɰɢɹ 

𝑝ఏ2

2𝑚 ൅ 𝑓ሺ𝜃ሻ ൌ 𝐶,                                               ሺ13.23ሻ 

ɡдɟɫɶ 𝐶 – ɤɨɧɫɬаɧɬа.  

 С ɭɱɟɬɨɦ (13.23), ɨбɨбɳɟɧɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ 𝐸 ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝐸 ൌ
𝑝𝑟2

2𝑚 ൅
𝐶
𝑟2 .                                                  ሺ13.24ሻ 

 Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɭɪавɧɟɧɢɹ (13.23) ɢ (13.24) 
ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ дɨɩɨɥɧɢɬɶ двɭɦɹ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ Гаɦɢɥɶɬɨɧа: 

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐻
𝜕𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ

𝜕𝐻
𝜕𝜃ሶ
. 

Эɬɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫɨвɩадаɸɬ ɫ ɭɪавɧɟɧɢɹɦɢ (13.20) ɢ (13.21), ɤɨɬɨɪɵɟ ɦɵ ɭɠɟ 
ɡаɩɢɫаɥɢ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨдɟ ɨɬ ɥагɪаɧɠɢаɧа ɤ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɭ. Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɭ ɧаɫ 
ɢɦɟɸɬɫɹ ɱɟɬɵɪɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ (13.20), (13.21), (13.23) ɢ (13.24) ɫ ɱɟɬɵɪɶɦɹ 
ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɦɢ 𝑟, 𝜃, 𝑝𝑟, 𝑝ఏ. Вɵɪаɠаɹ 𝑝𝑟 ɢɡ ሺ13.24ሻ ɢ ɩɨдɫɬавɥɹɹ ɟгɨ в (13.20), 
ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝑟ሶ ൌ
𝑝𝑟
𝑚 ൌ േඨ

2
𝑚 ൬𝐸 െ

𝐶
𝑟2൰,                                 

ሺ13.25ሻ 

ɨɬɤɭда 

𝑑𝑡 ൌ േ
𝑑𝑟

ට2𝑚ቀ𝐸 െ
𝐶
𝑟2ቁ

, 

                                           

ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ. В ɬɨ ɠɟ вɪɟɦɹ ɩɟɪɟɯɨд ɤ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɭ даɟɬ вɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɥɟгɤɨ ɧаɣɬɢ 
ɧɟдɨɫɬаɸɳɢɣ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ.  
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гдɟ ɡɧаɤ  “+” (“െ”) бɟɪɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ, ɧа ɤɨɬɨɪɵɯ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝑟ሶ ൏ 0). 
Иɧɬɟгɪɢɪɭɹ ɷɬɨ вɵɪаɠɟɧɢɟ, ɧаɣдɟɦ в ɧɟɹвɧɨɦ вɢдɟ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑟ሺ𝑡ሻ: 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝑟

േට2𝑚ቀ𝐸 െ
𝐶
𝑟2ቁ

,   𝑟0 ൌ 𝑟ሺ
𝑟

𝑟బ

𝑡0ሻ.                       ሺ13.26ሻ 

Даɥɟɟ, вɵɪаɡɢɦ 𝑝ఏ ɢɡ (13.23) ɢ ɩɨдɫɬавɢɦ в (13.21), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝜃ሶ ൌ
𝑝ఏ
𝑚𝑟2 ൌ േ

1
𝑟2
ඨ2
𝑚 ൫𝐶 െ 𝑓

ሺ𝜃ሻ൯.                             ሺ13.27ሻ 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ (13.25) ɢ (13.27), ɧаɣдɟɦ, ɱɬɨ 

𝑑𝜃
𝑑𝑟 ൌ

𝜃ሶ
𝑟ሶ ൌ

േ 1
𝑟2
ට2𝑚൫𝐶 െ 𝑓ሺ𝜃ሻ൯

േට2𝑚ቀ𝐸 െ
𝐶
𝑟2ቁ

. 

Раɡдɟɥɹɹ ɡдɟɫɶ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ ɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɭɹ, ɢɦɟɟɦ: 

න
𝑑𝜃

േඥ𝐶 െ 𝑓ሺ𝜃ሻ

ఏ

ఏబ

ൌ න
𝑑𝑟

േ√𝐸𝑟4 െ 𝐶𝑟2

𝑟

𝑟బ

,     𝜃0 ൌ 𝜃ሺ𝑡0ሻ.              ሺ13.28ሻ 

Здɟɫɶ, ɤаɤ ɢ ɨбɵɱɧɨ, ɡɧаɤ “+” (“�”) ɩɪɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɢ ɩɨ 𝜃 бɟɪɟɬɫɹ ɧа 
ɭɱаɫɬɤаɯ, гдɟ 𝜃ሶ ൐ 0 (𝜃ሶ ൏ 0), а ɩɪɢ ɢɧɬɟгɪɢɪɨваɧɢɢ ɩɨ 𝑟 ɡɧаɤ “+” (“�”) 
вɵбɢɪаɟɬɫɹ ɩɪɢ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝑟ሶ ൏ 0). Равɟɧɫɬвɨ (13.28) ɡадаɟɬ в ɧɟɹвɧɨɦ вɢдɟ 
ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑟ሺ𝜃ሻ ɢ вɦɟɫɬɟ ɫ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (13.26) ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ. ■ 

Ваɠɧɨɟ ɫвɨɣɫɬвɨ ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа ɡаɤɥɸɱаɟɬɫɹ в ɬɨɦ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ 𝑓 ɢ 𝑔 � 
два ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ, ɬɨ вɟɥɢɱɢɧа ሼ𝑓, 𝑔ሽ ɬаɤɠɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ 
двɢɠɟɧɢɹ. Одɧаɤɨ ɫɥɟдɭɟɬ ɡаɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ даɥɟɤɨ ɧɟ вɫɟгда ɬаɤɢɦ ɫɩɨɫɨбɨɦ 
ɭдаɟɬɫɹ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɧɨвɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ. В ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɫɥɭɱаɹɯ ɦɨɠɧɨ 
ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɬɪɢвɢаɥɶɧɵɣ ɪɟɡɭɥɶɬаɬ – ɫɤɨбɤɢ Пɭаɫɫɨɧа ɫвɟдɭɬɫɹ ɤ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ. В 
дɪɭгɢɯ ɫɥɭɱаɹɯ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɦɨɠɟɬ ɨɤаɡаɬɶɫɹ ɩɪɨɫɬɨ ɮɭɧɤɰɢɟɣ 
ɢɫɯɨдɧɵɯ ɢɧɬɟгɪаɥɨв 𝑓 ɢ 𝑔. Еɫɥɢ ɠɟ ɧɢ ɬɨɬ, ɧɢ дɪɭгɨɣ ɫɥɭɱаɣ ɧɟ ɢɦɟɸɬ ɦɟɫɬа, 
ɬɨ ɫɤɨбɤɢ Пɭаɫɫɨɧа даɸɬ ɧɨвɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ. 
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Задаɱа 13.8. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ. Иɡвɟɫɬɧɵ два 
ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ: ɩɪɨɟɤɰɢɹ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑝𝑥 ൌ 𝑚𝑥ሶ  ɢ ɩɪɨɟɤɰɢɹ ɦɨɦɟɧɬа 
ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑀௭ ൌ 𝑥𝑝𝑦 െ 𝑦𝑝𝑥 (ɨɫɶ 𝑧 ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ ɫɢɥɵ ɬɹɠɟɫɬɢ). Наɣдɢɬɟ 
ɬɪɟɬɢɣ ɢɧɬɟгɪаɥ двɢɠɟɧɢɹ. 

□ Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɬɪɟɬɶɟгɨ ɢɧɬɟгɪаɥа двɢɠɟɧɢɹ вɵɱɢɫɥɢɦ ɫɤɨбɤɭ 
Пɭаɫɫɨɧа 

ሼ𝑝𝑥,𝑀௭ሽ ൌ ൬
𝜕𝑝𝑥
𝜕𝑝𝑥

𝜕𝑀௭

𝜕𝑥 െ
𝜕𝑝𝑥
𝜕𝑥

𝜕𝑀௭

𝜕𝑝𝑥
൰ ൅ ቆ

𝜕𝑝𝑥
𝜕𝑝𝑦

𝜕𝑀௭

𝜕𝑦 െ
𝜕𝑝𝑥
𝜕𝑦

𝜕𝑀௭

𝜕𝑝𝑦
ቇ ൌ 𝑝𝑦. 

В ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɫɤɨбɤа Пɭаɫɫɨɧа даɟɬ ɧɨвɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ 
двɢɠɟɧɢɹ 𝑝𝑦 ൌ 𝑚𝑦ሶ  – ɩɪɨɟɤɰɢɸ ɢɦɩɭɥɶɫа ɧа ɨɫɶ 𝑦.  ■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

13.9. Наɣдɢɬɟ ɫɤɨбɤɢ Пɭаɫɫɨɧа ሺ𝒂, 𝒃 ൌ constሻ: 

аሻ ሼ𝒑, 𝒑ሽ;     бሻ ሼ𝑝𝑥, 𝑥ሽ;    вሻ ሼ𝒑, 𝑟2ሽ;     гሻሼ𝒓, 𝑝2ሽ;   дሻሼ𝒑, ሺ𝒂 ∙ 𝒓ሻሽ; 

      еሻ ሼ𝒓, ሺ𝒂 ∙ 𝒑ሻሽ;    жሻ ሼሺ𝒂 ∙ 𝒑ሻ, ሺ𝒃 ∙ 𝒓ሻሽ;   зሻ  ሼ𝑓,𝑀௭ሽ. 

13.10. Дɨɤаɠɢɬɟ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ: 

аሻ ሼ𝑓, 𝑞ఈሽ ൌ
𝜕𝑓
𝜕𝑝ఈ

;    бሻ ሼ𝑓, 𝑝ఈሽ ൌ െ
𝜕𝑓
𝜕𝑞ఈ

. 

13.11. Дɨɤаɠɢɬɟ ɬɨɠдɟɫɬвɨ Яɤɨбɢ: 

൛𝑓, ሼ𝑔, ℎሽൟ ൅ ൛𝑔, ሼℎ, 𝑓ሽൟ ൅ ൛ℎ, ሼ𝑓, 𝑔ሽൟ ൌ 0. 

13.12. Сɢɫɬɟɦа ɨɩɢɫɵваɟɬɫɹ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɨɦ (𝑎, 𝑏 ൌ constሻ: 

𝐻 ൌ
𝑝32

2 ൅
𝑞32

2 ൅
𝑎𝑝12

2 ቆ
𝑝22

2 ൅
𝑞22

2 ቇ ൅ 𝑏 ቆ
𝑝22

2 ൅
𝑞22

2 ቇቆ
𝑝32

2 ൅
𝑞32

2 ቇ.  

Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

13.13. Лагɪаɧɠɢаɧ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 

𝐿 ൌ
𝛼
2 ൫𝜃

ሶ 2 ൅ sin2 𝜃 𝜑ሶ 2൯ െ 𝛽
cos𝜑
sin2 𝜃, 

𝛼, 𝛽 ൌ const. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ. 
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13.14. Пɨɤаɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ  

𝑓ሺ𝑥, 𝑝, 𝑡ሻ ൌ 𝑥 െ
𝑝
𝑚 𝑡 

ɹвɥɹɟɬɫɹ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ двɢɠɟɧɢɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ. 

13.15. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 двɢɠɟɬɫɹ в ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗, ɧаɩɪавɥɟɧɧɨɦ вдɨɥɶ ɨɫɢ 𝑧 дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 
Наɣдɢɬɟ ɫɤɨбɤɭ Пɭаɫɫɨɧа ሼ𝑥ሶ , 𝑦ሶ ሽ. 

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟑. 𝟗.  аሻ0;   бሻ1;   вሻ 2𝒓;  гሻ െ 2𝒑;   дሻ𝒂;   еሻ െ 𝒂;  жሻ ሺ𝒂 ∙ 𝒃ሻ;    зሻ0. 

𝟏𝟑. 𝟏𝟐. 𝑞1 ൌ 𝑝1𝑎𝐶1ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ,     𝑞2 ൌ ඥ2𝐶1 sin ൭
𝐴1
√2
ሺ𝑡 െ 𝑡1ሻ൱,  

𝑞3 ൌ ඥ2𝐶2 sin൫ሺ𝑏𝐶1 ൅ 1ሻሺ𝑡 െ 𝑡2ሻ൯,  

где 𝑝1, 𝐶1, 𝐶2, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2 ൌ const, 𝐴1 ൌ 𝑎𝑝12 ൅ √2𝑏𝐶2. 

𝟏𝟑. 𝟏𝟑.  𝑡 െ 𝑡0 ൌ න
𝑑𝜃

േට2𝛼 ቀ𝐸 െ
𝐶

sin2 𝜃ቁ
,   𝜃0 ൌ 𝜃ሺ

ఏ

ఏబ

𝑡0ሻ;   

න
𝑑𝜑

േඥ𝐶 െ 𝛽 cos𝜑

ఝ

ఝబ

ൌ න
𝑑𝜃

േ sin2 𝜃 ට𝐸 െ 𝐶
sin2 𝜃

ఏ

ఏబ

,     𝜑0 ൌ 𝜑ሺ𝑡0ሻ;    𝐸, 𝐶 ൌ const. 

𝟏𝟑. 𝟏𝟓.  ሼ𝑥ሶ , 𝑦ሶ ሽ ൌ െ
𝑞ℋ
𝑚2𝑐. 

§ 14. Каɧɨɧɢɱеɫɤɢе ɩɪеɨбɪаɡɨваɧɢɹ 
Каɤ ɭɠɟ ɭɩɨɦɢɧаɥɨɫɶ ɪаɧɟɟ, ɮɨɪɦаɥɶɧɵɣ вɢд ɭɪавɧɟɧɢɣ Лагɪаɧɠа ɧɟ 

ɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɪɢ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞D (D ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ. Пɪɢ 
ɷɬɨɦ, ɪаɡɭɦɟɟɬɫɹ, ɫɨɯɪаɧɹɸɬ ɫвɨɸ ɮɨɪɦɭ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа. Пɨɫɥɟдɧɢɟ, 
ɨдɧаɤɨ, дɨɩɭɫɤаɸɬ гɨɪаɡдɨ бɨɥɟɟ ɲɢɪɨɤɢɣ ɤɥаɫɫ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ. В ɫвɹɡɢ ɫ 
ɬɟɦ, ɱɬɨ в ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 𝑝D ɢгɪаɸɬ ɧаɪавɧɟ 
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ɫ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦɢ 𝑞D ɪɨɥɶ ɪавɧɨɩɪавɧɵɯ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɨɩɭɫɤаɸɬ ɭɠɟ 2𝑠 ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ (𝑞D, 𝑝Dሻ 
ɤ ɧɨвɵɦ (𝑄D, 𝑃D ):  

𝑄D ൌ 𝑄Dሺ𝑞1, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ,   𝑃D ൌ 𝑃Dሺ𝑞1, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ.       ሺ14.1ሻ 

Нɨвɵɣ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ (гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɣ в ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ 
ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɤ ɧɨвɵɦ) ɨбɨɡɧаɱɢɦ 
ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ 𝐻ᇱሺ𝑄, 𝑃, 𝑡ሻ (ɩɨд 𝑄 и 𝑃 бɭдɟɦ ɩɨɧɢɦаɬɶ вɫɸ ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ ɧɨвɵɯ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ).  

Пɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɹ (14.1) ɧаɡɵваɸɬɫɹ канониɱескими, ɟɫɥɢ ɨɧɢ ɫɨɯɪаɧɹɸɬ 
ɮɨɪɦаɥɶɧɵɣ вɢд ɭɪавɧɟɧɢɣ Гаɦɢɥɶɬɨɧа, ɬ.ɟ. ɟɫɥɢ ɢ в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ (𝑄, 𝑃) 
вɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ  

𝑄ሶD ൌ
𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝑃D
, 𝑃ሶD ൌ െ

𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝑄D
          ሺD ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ. 

Даɥɟɤɨ ɧɟ ɤаɠдɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ вɢда (14.1) бɭдɟɬ ɹвɥɹɬɶɫɹ 
ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ. Ваɠɧɵɣ ɤɥаɫɫ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɯ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ ɫɨɫɬавɥɹɸɬ 
ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɦɨгɭɬ бɵɬɶ ɪɟаɥɢɡɨваɧɵ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɬаɤ ɧаɡɵваɟɦɨɣ 
производɹɳей ɮункɰии – ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡавɢɫɹɳɟɣ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɢ ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 
ɢ вɪɟɦɟɧɢ.  

1) Еɫɥɢ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝐹 ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɢ ɧɨвɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ  вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ.  

𝐹 ൌ 𝐹ሺ𝑞, 𝑄, 𝑡ሻ, 

ɬɨ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ, ɢɦɟɟɬ вɢд:  

𝑝ఈ ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝑞ఈ

,  𝑃ఈ ൌ െ
𝜕𝐹
𝜕𝑄ఈ

, 𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅
𝜕𝐹
𝜕𝑡 .                   ሺ14.2ሻ 

2) Еɫɥɢ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝛷 ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, 
ɧɨвɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв ɢ вɪɟɦɟɧɢ, ɬ.ɟ.  

𝛷 ൌ 𝛷ሺ𝑞, 𝑃, 𝑡ሻ, 

ɬɨ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ ɡадаɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥаɦɢ: 

𝑝ఈ ൌ
𝜕𝛷
𝜕𝑞ఈ

,  𝑄ఈ ൌ
𝜕𝛷
𝜕𝑃ఈ

, 𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅
𝜕𝛷
𝜕𝑡 .                    ሺ14.3ሻ 
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Задаɱа 14.1. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɟɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 

𝐹ሺ𝑞, 𝑄, 𝑡ሻ ൌ෍𝑞ఈ
ఈ

𝑄ఈ. 

□ Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɮɨɪɦɭɥɵ (14.2), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑝ఈ ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝑞ఈ

ൌ 𝑄ఈ,  𝑃ఈ ൌ െ
𝜕𝐹
𝜕𝑄ఈ

ൌ െ𝑞ఈ,  𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅
𝜕𝐹
𝜕𝑡 ൌ 𝐻.    

Оɬɫɸда вɢдɧɨ, ɱɬɨ даɧɧаɹ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɟɪɟвɨдɢɬ ɫɬаɪɵɟ 
ɢɦɩɭɥɶɫɵ в ɧɨвɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɢ, ɧаɨбɨɪɨɬ, ɫɬаɪɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ в ɧɨвɵɟ 
ɢɦɩɭɥɶɫɵ. Таɤаɹ вɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɫɥɟдɫɬвɢɟɦ ɪавɧɨɩɪавɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв в гаɦɢɥɶɬɨɧɨвɨɦ ɮɨɪɦаɥɢɡɦɟ. ■ 

Задаɱа 14.2. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ 

𝐹ሺ𝑞, 𝑄, 𝑡ሻ ൌ
1
2𝑚𝜔

ሺ𝑡ሻ𝑞2ctg𝑄. 

Заɩɢɲɢɬɟ в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑄, 𝑃 ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа ɫ ɱаɫɬɨɬɨɣ 𝜔ሺ𝑡ሻ. 

□ Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɡавɢɫɢɬ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ ɢ ɧɨвɵɯ 
ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ (14.2) ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑝 ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝑞 ൌ 𝑚𝜔

ሺ𝑡ሻ𝑞 ctg𝑄,                                    ሺ14.4ሻ 

𝑃 ൌ െ
𝜕𝐹
𝜕𝑄 ൌ

1
2𝑚𝜔

ሺ𝑡ሻ𝑞2
1

sin2𝑄,                             ሺ14.5ሻ 

 𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅
𝜕𝐹
𝜕𝑡 ൌ 𝐻 ൅

1
2𝑚𝜔ሶ

ሺ𝑡ሻ𝑞2ctg𝑄.                       ሺ14.6ሻ 

Иɡ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ (14.4) ɢ (14.5) ɧаɯɨдɢɦ, ɱɬɨ 

𝑝 ൌ ඥ2𝑃𝑚𝜔ሺ𝑡ሻcos𝑄,                                    ሺ14.7ሻ 
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𝑞 ൌ ඨ
2𝑃

𝑚𝜔ሺ𝑡ሻ sin𝑄.                                       ሺ14.8ሻ 

Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа в ɫɬаɪɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɢɦɟɟɬ 
вɢд: 

𝐻 ൌ
𝑝2

2𝑚 ൅
𝑚𝜔2ሺ𝑡ሻ𝑞2

2 . 

Пɨдɫɬавɥɹɹ вɵɪаɠɟɧɢɹ (14.7) ɢ (14.8), ɩɨɥɭɱаɟɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ в ɧɨвɵɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ: 

𝐻 ൌ 𝑃𝜔ሺ𝑡ሻ. 

Заɦɟɧɹɹ в (14.6) 𝐻 ɢ 𝑞 ɢɯ вɵɪаɠɟɧɢɹɦɢ ɱɟɪɟɡ ɧɨвɵɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, ɧаɣдɟɦ 
ɧɨвɵɣ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ: 

 𝐻ᇱ ൌ 𝑃𝜔ሺ𝑡ሻ ൅
1
2
𝜔ሶ ሺ𝑡ሻ
𝜔ሺ𝑡ሻ 𝑃sin

ሺ2𝑄ሻ. 

Уɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ: 

𝑄ሶ ൌ
𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝑃 ൌ 𝜔ሺ𝑡ሻ ൅
1
2
𝜔ሶ ሺ𝑡ሻ
𝜔ሺ𝑡ሻ sin

ሺ2𝑄ሻ, 

𝑃ሶ ൌ െ
𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝑄 ൌ െ
𝜔ሶ ሺ𝑡ሻ
𝜔ሺ𝑡ሻ 𝑃cos

ሺ2𝑄ሻ. 

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɱаɫɬɧɵɣ ɫɥɭɱаɣ: 𝜔ሺ𝑡ሻ ൌ const. Каɧɨɧɢɱɟɫɤɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
ɩɪɢ ɷɬɨɦ бɭдɭɬ ɢɦɟɬɶ вɢд: 

𝑄ሶ ൌ 𝜔 , 𝑃ሶ ൌ 0 , 

ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑄 ൌ 𝜔𝑡 ൅ 𝑄0, 𝑃 ൌ 𝑃0, 

гдɟ 𝑄0, 𝑃0 ൌ const. Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝑄 ɢ 𝑃 в вɵɪаɠɟɧɢɟ (14.8), ɩɨɥɭɱɢɦ: 

𝑞 ൌ ඨ
2𝑃0
𝑚𝜔 sin

ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝑄0ሻ. 
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■ 

Пɪɨвɟɪɢɬɶ, ɹвɥɹɟɬɫɹ ɥɢ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ, ɦɨɠɧɨ ɫ 
ɩɨɦɨɳɶɸ ɫɤɨбɨɤ Пɭаɫɫɨɧа. Дɥɹ ɬɨгɨ, ɱɬɨбɵ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ бɵɥɨ 
ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ, ɧɨвɵɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɨɥɠɧɵ ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɬɶ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦ: 

൛𝑄ఈ, 𝑄Eൟ ൌ 0, ൛𝑃ఈ, 𝑃Eൟ ൌ 0, ൛𝑃ఈ, 𝑄Eൟ ൌ GఈE,            ሺ14.9ሻ 

гдɟ GఈE � ɫɢɦвɨɥ Кɪɨɧɟɤɟɪа. 

Задаɱа 14.3. Пɪɨвɟɪɶɬɟ ɫɩɪавɟдɥɢвɨɫɬɶ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ (14.9) дɥɹ 
ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɯ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɣ ɢɡ ɡадаɱɢ 14.1. 

□ В ɡадаɱɟ 14.1 ɧаɣдɟɧɨ, ɱɬɨ 𝑄ఈ ൌ 𝑝ఈ, а  𝑃ఈ ൌ െ𝑞ఈ. Пɪɢɧɢɦаɹ вɨ 
вɧɢɦаɧɢɟ ɨɱɟвɢдɧɵɟ ɪавɟɧɫɬва: 

 
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑝𝑘

ൌ 0,
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑞𝑘

ൌ Gఈ𝑘,
𝜕𝑝ఈ
𝜕𝑝𝑘

ൌ Gఈ𝑘,
𝜕𝑝ఈ
𝜕𝑞𝑘

ൌ 0, 

ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

൛𝑄ఈ, 𝑄Eൟ ൌ ෍ቆ
𝜕𝑄ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑄E
𝜕𝑞𝑘

െ
𝜕𝑄ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑄E
𝜕𝑝𝑘

ቇ
𝑠

𝑘=1

ൌ ෍ቆ
𝜕𝑝ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑝E
𝜕𝑞𝑘

െ
𝜕𝑝ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑝E
𝜕𝑝𝑘

ቇ
𝑠

ఈ=1

ൌ 0, 

൛𝑃ఈ, 𝑃Eൟ ൌ ෍ቆ
𝜕𝑃ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑃E
𝜕𝑞𝑘

െ
𝜕𝑃ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑃E
𝜕𝑝𝑘

ቇ
𝑠

𝑘=1

ൌ ෍ቆ
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑞E
𝜕𝑞𝑘

െ
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑞E
𝜕𝑝𝑘

ቇ
𝑠

ఈ=1

ൌ 0, 

൛𝑃ఈ, 𝑄Eൟ ൌ ෍ቆ
𝜕𝑃ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑄E
𝜕𝑞𝑘

െ
𝜕𝑃ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑄E
𝜕𝑝𝑘

ቇ
𝑠

𝑘=1

ൌ ෍ቆ
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑝E
𝜕𝑝𝑘

െ
𝜕𝑞ఈ
𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑝E
𝜕𝑞𝑘

ቇ
𝑠

𝑘=1

ൌ 

ൌ෍ Gఈ𝑘GE𝑘 ൌ
𝑠

𝑘=1

GఈE . 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, вɢдɢɦ, ɱɬɨ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ (14.9) вɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ. ■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

14.4. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 
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𝛷ሺ𝑞, 𝑃, 𝑡ሻ ൌ 𝑞𝑃 െ 𝑎𝑃𝑡 ൅ 𝑞𝑎, 𝑎 ൌ const. 

14.5. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝐹 ൌ ඥ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑄2,   𝑎, 𝑏 ൌ const. 

14.6. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷 ൌ expሺ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑃2ሻ ,   𝑎, 𝑏 ൌ cons𝑡. 
14.7. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 

ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝐹 ൌ 𝑎𝑞sinሺ𝑏𝑄𝑞ሻ ൅ 𝑐𝑡,   𝑎, 𝑏, 𝑐 ൌ const. 
14.8. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɨɟ 

ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝐹 ൌ arcsinሺ𝑄/𝑞ሻ ൅ 𝑏𝑡,   𝑎, 𝑏 ൌ const,െ1 ൏
𝑄
𝑞 ൏ 1.  

14.9. Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 𝐻 ൌ 𝑝
2

2𝑚ൗ . Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ 
ɢ ɧɨвɵɣ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɟɫɥɢ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ 

𝛷ሺ𝑞, 𝑃, 𝑡ሻ ൌ 𝑞𝑃 െ
1
2𝑚𝑃

2𝑡. 

14.10. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫɨɣ 
𝑚 в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɯ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟɦ, 
ɩɨɪɨɠдаɟɦɵɦ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷ሺ𝑞, 𝑃, 𝑡ሻ ൌ 𝑞𝑃 ൅ ሺ𝑏𝑞 െ 𝑎𝑃ሻ𝑡, 

гдɟ 𝑎, 𝑏 �ɤɨɧɫɬаɧɬɵ.  

14.11. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 
в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɯ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟɦ, 
ɩɨɪɨɠдаɟɦɵɦ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷 ൌ 𝑞𝑃 െ 𝑎𝑃𝑡 ൅ 𝑚𝑞𝑎, 

гдɟ 𝑎, 𝑏 �ɤɨɧɫɬаɧɬɵ.  
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14.12. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 
в ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɯ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟɦ, 
ɩɨɪɨɠдаɟɦɵɦ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷 ൌ 𝑞𝑃 ൅𝑚𝑞𝑎 ൅ 𝑏𝑡2, 

гдɟ 𝑎, 𝑏 �ɤɨɧɫɬаɧɬɵ.  

14.13. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, 
двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨд дɟɣɫɬвɢɟɦ ɭɩɪɭгɨɣ ɫɢɥɵ 𝑭 ൌ െ𝑘𝒓, 𝑘 ൌ const, в ɧɨвɵɯ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɯ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟɦ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɵɦ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷 ൌ 𝒓 ∙ 𝑷 െ ሺ𝒂 ∙ 𝑷ሻ𝑡 ൅ 𝑚ሺ𝒓 ∙ 𝒂ሻ,   𝒂 ൌ const. 
14.14. Наɣдɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɫ ɦаɫɫɨɣ 𝑚, 

двɢɠɭɳɟɣɫɹ ɩɨд дɟɣɫɬвɢɟɦ ɭɩɪɭгɨɣ ɫɢɥɵ 𝑭 ൌ െ𝑘𝒓, 𝑘 ൌ const, в ɧɨвɵɯ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɯ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɢɦ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟɦ, ɩɨɪɨɠдаɟɦɵɦ 
ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ: 

𝛷 ൌ 𝒓 ∙ 𝑷 ൅ ሺ𝒃 ∙ 𝒓 െ 𝒂 ∙ 𝑷ሻ𝑡,   𝒂, 𝒃 ൌ const. 
14.15. Наɣдɢɬɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɡадаваɟɦɨɟ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ 

ɮɭɧɤɰɢɟɣ  

𝐹ሺ𝑞, 𝑄, 𝑡ሻ ൌ
1
2𝑚𝜔 ൬𝑞 െ

ℱሺ𝑡ሻ
𝑚𝜔2൰

2

ctg𝑄, 

ɢ ɡаɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ двɢɠɟɧɢɹ в ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑃 ɢ 𝑄 дɥɹ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ 
ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа (ɢɦɟɸɳɟгɨ ɦаɫɫɭ 𝑚  ɢ ɫɨбɫɬвɟɧɧɭɸ ɱаɫɬɨɬɭ 𝜔), ɧа ɤɨɬɨɪɵɣ 
дɟɣɫɬвɭɟɬ вɧɟɲɧɹɹ ɫɢɥа ℱሺ𝑡ሻ.  

Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟒. 𝟒.  𝑄 ൌ 𝑞 െ 𝑎𝑡,   𝑝 ൌ 𝑃 ൅ 𝑎,   𝐻ᇱ ൌ 𝐻 െ 𝑎𝑃 . 

𝟏𝟒. 𝟓. 𝑃 ൌ െ
𝑏𝑄

ඥ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑄2
,    𝑝 ൌ

𝑎𝑞
ඥ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑄2

,   𝐻ᇱ ൌ 𝐻. 

𝟏𝟒. 𝟔. 𝑄 ൌ 2𝑏𝑃 expሺ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑃2ሻ ,   𝑝 ൌ 2𝑎𝑞 expሺ𝑎𝑞2 ൅ 𝑏𝑃2ሻ,   𝐻ᇱ ൌ 𝐻. 

𝟏𝟒. 𝟕. 𝑃 ൌ െ𝑎𝑏𝑞2cosሺ𝑏𝑄𝑞ሻ, 𝑝 ൌ 𝑎sinሺ𝑏𝑄𝑞ሻ ൅ 𝑎𝑏𝑞𝑄cosሺ𝑏𝑄𝑞ሻ, 
  𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅ 𝑐. 
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𝟏𝟒. 𝟖. 𝑃 ൌ െ
1

ඥ𝑞2 െ 𝑄2
, 𝑝 ൌ െ

𝑄
|𝑞|ඥ𝑞2 െ 𝑄2

,   𝐻ᇱ ൌ 𝐻 ൅ 𝑏.   

𝟏𝟒. 𝟗.  𝑄 ൌ 𝑞 െ ൫𝑃 𝑚ൗ ൯𝑡, 𝑝 ൌ 𝑃,  𝐻ᇱ ൌ 0. 

𝟏𝟒. 𝟏𝟎.  𝑄ሶ ൌ
𝑃 ൅ 𝑏𝑡
𝑚 െ 𝑎, 𝑃ሶ ൌ െ𝑏. 

𝟏𝟒. 𝟏𝟏.  𝑄ሶ ൌ
𝑃
𝑚 , 𝑃

ሶ ൌ 0. 

𝟏𝟒. 𝟏𝟐.  𝑄ሶ ൌ
𝑃
𝑚 ൅ 𝑎, 𝑃ሶ ൌ 0.  

𝟏𝟒. 𝟏𝟑. 𝑹ሶ ൌ
𝑷
𝑚,   𝑷

ሶ ൌ െ𝑘ሺ𝑹 ൅ 𝒂𝑡ሻ.  

𝟏𝟒. 𝟏𝟒.  𝑹ሶ ൌ
𝑷 ൅ 𝒃𝑡
𝑚 െ 𝒂,   𝑷ሶ ൌ െ𝑘ሺ𝑹 ൅ 𝒂𝑡ሻ െ 𝒃. 

𝟏𝟒. 𝟏𝟓.  𝐻ᇱ ൌ 𝑃Zെ
ℱሶ
Z
ඨ2𝑃
𝑚Z

cos𝑄,    𝑄ሶ ൌ Zെ
ℱሶ

√2𝑚Z3𝑃
cos𝑄,    

𝑃ሶ ൌ െ
ℱሶ
Z
ඨ2𝑃
𝑚Z sin𝑄. 

§ 15. Уɪавɧеɧɢе Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ 
Пɭɫɬɶ ɧɟɤɨɬɨɪаɹ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳаɹ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑆ሺ𝑞, 𝑡, 𝐶ሻ, ɡавɢɫɹɳаɹ ɨɬ ɫɬаɪɵɯ 

ɤɨɨɪдɢɧаɬ 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠 ɢ ɧɨвɵɯ ɢɦɩɭɥɶɫɨв 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠, ɩɟɪɟвɨдɢɬ ɫɬаɪɵɣ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 𝐻 в ɧɨвɵɣ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 𝐻ᇱ, ɪавɧɵɣ ɬɨɠдɟɫɬвɟɧɧɨ ɧɭɥɸ. 
Сɨгɥаɫɧɨ ሺ14.3ሻ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑆 ɩɨɪɨɠдаɟɬ ɫɥɟдɭɸɳɟɟ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ 
ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ:  

𝑝ఈ ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑞ఈ

,                                                 ሺ15.1ሻ 

𝑄ఈ ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶ఈ

,                                                  ሺ15.2ሻ 
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  𝐻ᇱ ൌ 𝐻ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠, 𝑡ሻ ൅
𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൌ 0,                ሺ15.3ሻ 

гдɟ 𝑄ఈ ɢгɪаɸɬ ɪɨɥɶ ɧɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, а 𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠. 

Уɱɢɬɵваɹ, ɱɬɨ 𝐻ᇱ ൌ 0, ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа дɥɹ ɧɨвɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝐶ఈ 
ɢ 𝑄ఈ ɡаɩɢɲɭɬɫɹ ɫɥɟдɭɸɳɢɦ ɨбɪаɡɨɦ: 

𝐶ሶఈ ൌ െ
𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝑄ఈ
ൌ 0,   𝑄ሶఈ ൌ

𝜕𝐻ᇱ

𝜕𝐶ఈ
ൌ 0. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 𝐶ఈ ൌ const ɢ 𝑄ఈ ൌ const.   

Фɭɧɤɰɢɸ 𝑆 ɦɨɠɧɨ ɧаɣɬɢ ɢɡ ɭɪавɧɟɧɢɹ (15.3), ɡаɦɟɧɢв в ɧɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ 
ɢɦɩɭɥɶɫɵ 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠, ɮɢгɭɪɢɪɭɸɳɢɟ в гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧɟ, ɧа ɱаɫɬɧɵɟ 
ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ 𝜕𝑆 𝜕𝑞1⁄ , 𝜕𝑆 𝜕𝑞2⁄ ,… , 𝜕𝑆 𝜕𝑞𝑠⁄ , ɫɨгɥаɫɧɨ (15.1). В ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ 
ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅ 𝐻 ൬𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠,

𝜕𝑆
𝜕𝑞1

,
𝜕𝑆
𝜕𝑞2

,… ,
𝜕𝑆
𝜕𝑞𝑠

, 𝑡൰ ൌ 0.               ሺ15.4ሻ 

Уɪавɧɟɧɢɟ (15.4) ɧаɡɵваɟɬɫɹ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ Гамилɶтона-Якоби, а ɟгɨ 
ɪɟɲɟɧɢɟ 

𝑆 ൌ 𝑆ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝑡, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠ሻ ൅ 𝐴,                         ሺ15.5ሻ 

ɫɨдɟɪɠаɳɟɟ 𝑠 ൅ 1 ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɵɯ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɤɨɧɫɬаɧɬ 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠, 𝐴, ɨдɧа ɢɡ 
ɤɨɬɨɪɵɯ (𝐴ሻ вɯɨдɢɬ аддɢɬɢвɧɵɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɧаɡɵваɟɬɫɹ полнɵм интегралом 
ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ.  

Зɧаɹ ɹвɧɨɟ вɵɪаɠɟɧɢɟ ɩɨɥɧɨгɨ ɢɧɬɟгɪаɥа ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ, 
ɢɡ 𝑠 ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ (15.2) ɦɨɠɧɨ ɧаɣɬɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ 
вɪɟɦɟɧɢ ɢ 2𝑠 ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɵɯ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɯ 𝐶ఈ ɢ 𝑄ఈ, ɬ.ɟ. ɨɩɪɟдɟɥɢɬɶ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

Таɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, ɩɨɢɫɤ ɡаɤɨɧа двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɟɬɨдɨɦ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɦɨɠɧɨ ɨɫɭɳɟɫɬвɢɬɶ ɩɨ ɫɥɟдɭɸɳɟɦɭ аɥгɨɪɢɬɦɭ: 

1) ɧаɣɬɢ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɫɢɫɬɟɦɵ, в ɤɨɬɨɪɨɦ вɫɟ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ 
вɵɪаɡɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɮɭɧɤɰɢɸ 𝑆, ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ ሺ15.1ሻ; 
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2) ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɧаɣдɟɧɧɨгɨ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧа ɡаɩɢɫаɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɟ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ (15.4); 

3) ɧаɣɬɢ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ (15.5); 

4) ɡаɩɢɫаɬɶ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ (15.2); 

5) ɢɡ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ (15.2) ɧаɣɬɢ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ 
вɪɟɦɟɧɢ ɢ 2𝑠 ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɵɯ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɯ. 

Пɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ в ɪɹдɟ ɫɥɭɱаɟв ɭдаɟɬɫɹ 
ɧаɣɬɢ методом разделениɹ переменнɵɯ. Пɭɫɬɶ ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝑞ఈ ɢ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳаɹ ɟɣ ɩɪɨɢɡвɨдɧаɹ 𝜕𝑆 𝜕𝑞ఈ⁄  вɯɨдɹɬ в ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-
Яɤɨбɢ в вɢдɟ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɤɨɦбɢɧаɰɢɢ 

𝑓 ൬𝑞ఈ,
𝜕𝑆
𝜕𝑞ఈ

൰, 

ɧɟ ɫɨдɟɪɠаɳɟɣ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ дɪɭгɢɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ (в ɧɟɹвɧɨɦ вɢдɟ в ɮɭɧɤɰɢɸ 
𝑆 вɯɨдɹɬ вɫɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ). Пɪɢ ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɦɨɠɧɨ 
ɫɯɟɦаɬɢɱɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ, ɤаɤ 

𝐹 ൭𝑞1, … , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠,
𝜕𝑆
𝜕𝑞1

, … ,
𝜕𝑆

𝜕𝑞ఈ−1
,
𝜕𝑆

𝜕𝑞ఈ+1
… ,

𝜕𝑆
𝜕𝑞𝑠

,
𝜕𝑆
𝜕𝑡 , 𝑓 ൬𝑞ఈ,

𝜕𝑆
𝜕𝑞ఈ

൰൱ ൌ 

ൌ 0.         ሺ15.6ሻ 

Рɟɲɟɧɢɟ даɧɧɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ бɭдɟɦ ɢɫɤаɬɶ в вɢдɟ 

𝑆 ൌ 𝑆ᇱሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ ൅ 𝑆ఈሺ𝑞ఈሻ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɷɬɨ ɪɟɲɟɧɢɟ в ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.6), ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝐹 ൭𝑞1,… , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞1
, … ,

𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞ఈ−1
,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞ఈ+1
… ,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞𝑠
,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑡 , 𝑓 ൬𝑞ఈ,
𝑑𝑆ఈ
𝑑𝑞ఈ

൰൱ ൌ 

ൌ 0.        ሺ15.7ሻ 

В ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɢ ɩɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝑞ఈ вɯɨдɢɬ ɬɨɥɶɤɨ в ɮɭɧɤɰɢɸ 
𝑓ሺ𝑞ఈ, 𝑑𝑆ఈ 𝑑𝑞ఈ⁄ ሻ, ɤɨɬɨɪаɹ ɧɢ ɹвɧɨ, ɧɢ ɧɟɹвɧɨ ɧɟ ɫɨдɟɪɠɢɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ 
𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠. Пɨɷɬɨɦɭ ɩɪɢ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ 𝑞ఈ бɭдɟɬ ɦɟɧɹɬɶɫɹ ɬɨɥɶɤɨ 
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ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑓. А ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.7) дɨɥɠɧɨ вɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɩɪɢ ɥɸбɨɦ 
ɡɧаɱɟɧɢɢ 𝑞ఈ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ 𝑓 ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɪавɧа ɬɨɥɶɤɨ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɤɨɧɫɬаɧɬɟ, ɬ.ɟ. 

𝑓 ൬𝑞ఈ,
𝑑𝑆ఈ
𝑑𝑞ఈ

൰ ൌ 𝐶1.                                               ሺ15.8ሻ 

Пɪɢ ɷɬɨɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.7) ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд: 

𝐹 ቆ𝑞1,… , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞1
, … ,

𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞ఈ−1
,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞ఈ+1
… ,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑞𝑠
,
𝜕𝑆ᇱ

𝜕𝑡 , 𝐶1ቇ ൌ 0.   ሺ15.9ሻ 

Уɪавɧɟɧɢɟ (15.8) ɹвɥɹɟɬɫɹ ɭɠɟ ɨбɵɤɧɨвɟɧɧɵɦ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɦ 
ɭɪавɧɟɧɢɟɦ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɪɟɲɟɧɨ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ, а ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.9) 
ɫɨдɟɪɠɢɬ ɧа ɨдɧɭ ɧɟɡавɢɫɢɦɭɸ ɩɟɪɟɦɟɧɧɭɸ ɦɟɧɶɲɟ ɩɨ ɫɪавɧɟɧɢɸ ɫ 
ɢɫɯɨдɧɵɦ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ (15.6). Еɫɥɢ ɬаɤɢɦ ɫɩɨɫɨбɨɦ ɦɨɠɧɨ ɩɨɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ 
ɨɬдɟɥɢɬɶ вɫɟ 𝑠 ɤɨɨɪдɢɧаɬ ɢ вɪɟɦɹ, ɬɨ ɧаɯɨɠдɟɧɢɟ ɩɨɥɧɨгɨ ɢɧɬɟгɪаɥа 
ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɰɟɥɢɤɨɦ ɫвɨдɢɬɫɹ ɤ ɤвадɪаɬɭɪаɦ. 

Чаɫɬɧɵɦ ɫɥɭɱаɟɦ ɪаɡдɟɥɟɧɢɹ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɫɥɭɱаɣ ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. 
Цɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ ɤɨɨɪдɢɧаɬа ɧɟ вɯɨдɢɬ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ в гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɢ, 
ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, в ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ 

𝑓 ൬𝑞ఈ,
𝜕𝑆
𝜕𝑞ఈ

൰ ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑞ఈ

, 

ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.8) ɡаɩɢɲɟɬɫɹ в вɢдɟ 

𝑑𝑆ఈ
𝑑𝑞ఈ

ൌ 𝐶1. 

Оɬɫɸда ɫ ɬɨɱɧɨɫɬɶɸ дɨ аддɢɬɢвɧɨɣ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ 𝑆ఈ ൌ 𝐶1𝑞ఈ ɢ ɮɭɧɤɰɢɹ 

𝑆 ൌ 𝑆ᇱሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞ఈ−1, 𝑞ఈ+1, … , 𝑞𝑠, 𝑡ሻ ൅ 𝐶1𝑞ఈ. 

Еɫɥɢ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɬɨ в ɪɨɥɢ “ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ” вɵɫɬɭɩаɟɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝑡. Пɪɢ ɷɬɨɦ ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ дɟɣɫɬвɢɹ ɨɬ 
вɪɟɦɟɧɢ ɫвɨдɢɬɫɹ ɤ ɫɥагаɟɦɨɦɭ െ𝐶1𝑡 (вɵбɨɪ ɡɧаɤа “െ” ɨбɭɫɥɨвɥɟɧ ɬɟɦ, ɱɬɨ 
ɤɨɧɫɬаɧɬа 𝐶1 в ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɹвɥɹɟɬɫɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ ɫɢɫɬɟɦɵ). 

Задаɱа 15.1. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢ 
ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ вдɨɥɶ ɩɪɹɦɨɣ. 



186 

 

□ Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑥 вдɨɥɶ ɩɪɹɦɨɣ, ɩɨ ɤɨɬɨɪɨɣ двɢɠɟɬɫɹ ɱаɫɬɢɰа. Дɥɹ 
ɫвɨбɨдɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ
𝑝𝑥2

2𝑚, 

а ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚൬

𝜕𝑆
𝜕𝑥൰

2

ൌ 0. 

Рɟɲɟɧɢɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ бɭдɟɦ ɢɫɤаɬɶ в вɢдɟ 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝑥 ൅ 𝐴,                                              ሺ15.10ሻ 

гдɟ 𝐶1, 𝐶2, 𝐴 ൌ const.  

Пɨдɫɬавɢɦ ɪɟɲɟɧɢɟ (15.10) в ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ. Пɨɥɭɱɢɦ: 

െ𝐶1 ൅
𝐶22

2𝑚 ൌ 0, 

ɨɬɤɭда  

𝐶2 ൌ rඥ2𝑚𝐶1, 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡rඥ2𝑚𝐶1𝑥 ൅ 𝐴. 

Тɟɩɟɪɶ ɡаɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.2): 

𝑄1 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶1

ൌ െ𝑡rඨ
𝑚
2𝐶1

𝑥,     𝑄1 ൌ const. 

Оɬɫɸда  

𝑥 ൌ rඨ
2𝐶1
𝑚
ሺ𝑡 ൅ 𝑄1ሻ.                                        ሺ15.11ሻ 

Фɨɪɦɭɥа (15.11) ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ. Еɟ ɦɨɠɧɨ 
ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ ɢ в бɨɥɟɟ ɩɪɢвɵɱɧɨɦ вɢдɟ. Ввɟдɟɦ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɟ 𝑄1 ൌ െ𝑡0, гдɟ 𝑡0 – 
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ɧɨваɹ ɤɨɧɫɬаɧɬа. Кɪɨɦɟ ɬɨгɨ, ɭɱɬɟɦ, ɱɬɨ ɩɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ 
ɢɦɩɭɥɶɫ 

𝑝𝑥 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑥 ൌ rඥ2𝑚𝐶1.                                     ሺ15.12ሻ 

Зɧаɤ “+” (“െ”) вɵбɢɪаɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤɟ, гдɟ 𝑝𝑥 ൐ 0 (𝑝𝑥 ൏ 0). Пɨɫɤɨɥɶɤɭ, 
ɫɨгɥаɫɧɨ (15.12), ɢɦɩɭɥɶɫ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ, ɬɨ ɡɧаɤɢ “+” ɢ “�”, ɩɨ ɫɭɬɢ дɟɥа, 
вɵбɢɪаɸɬɫɹ в ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɡɧаɤа (ɧаɩɪавɥɟɧɢɹ) ɧаɱаɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 
ɱаɫɬɢɰɵ. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɩɟɪɟɩɢɲɟɦ (15.11) в вɢдɟ 

𝑥 ൌ
𝑝𝑥
𝑚
ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ. 

Вɢдɢɦ, ɱɬɨ ɤɨɧɫɬаɧɬа 𝑡0 ɢгɪаɟɬ ɪɨɥɶ ɧаɱаɥɶɧɨгɨ ɦɨɦɟɧɬа вɪɟɦɟɧɢ. ■  

Задаɱа 15.2. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ, 
ɬɪаɟɤɬɨɪɢɸ ɢ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɩɨɥɟ ɬɹɠɟɫɬɢ.  

□ Наɩɪавɢɦ ɨɫɶ 𝑧 вɟɪɬɢɤаɥɶɧɨ ввɟɪɯ. Тɨгда гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ  

𝐻 ൌ
𝑝𝑥2 ൅ 𝑝𝑦2 ൅ 𝑝௭2

2𝑚 ൅𝑚𝑔𝑧, 

а ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ: 

𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚ቊ൬

𝜕𝑆
𝜕𝑥൰

2

൅ ൬
𝜕𝑆
𝜕𝑦൰

2

൅ ൬
𝜕𝑆
𝜕𝑧൰

2

ቋ ൅ 𝑚𝑔𝑧 ൌ 0. 

Пɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ бɭдɟɦ ɢɫɤаɬɶ в вɢдɟ 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝑥 ൅ 𝐶3𝑦 ൅ 𝑓ሺ𝑧ሻ,   𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ൌ const.                ሺ15.13ሻ 

Пɨдɫɬавɥɹɹ (15.13) в ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ, ɢɦɟɟɦ: 

െ𝐶1 ൅
1
2𝑚ቊ𝐶2

2 ൅ 𝐶32 ൅ ൬
𝑑𝑓
𝑑𝑧൰

2

ቋ ൅ 𝑚𝑔𝑧 ൌ 0, 

ɨɬɤɭда 

               𝑓 ൌ rනට2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧 𝑑𝑧 ൌ 
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ൌ ∓
1

3𝑚2𝑔
ሺ2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧ሻ3 2ൗ ൅ 𝐴 ,     

гдɟ 𝐴 – ɤɨɧɫɬаɧɬа. Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ,  

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝑥 ൅ 𝐶3𝑦 ∓
1

3𝑚2𝑔
ሺ2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧ሻ3 2ൗ ൅ 𝐴.       ሺ15.14ሻ 

Дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɡɧаɤа в (15.14) ɧаɣдɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝௭. 
Сɨгɥаɫɧɨ (15.1),  

𝑝௭ ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑧 ൌ rට2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧. 

С дɪɭгɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ, 𝑝௭ ൌ 𝑚𝑧ሶ. Пɨɷɬɨɦɭ ɡɧаɤ 𝑝௭ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɡɧаɤɨɦ 𝑧ሶ. 
Сɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, в (15.14) ɡɧаɤ “െ” (“+”) вɵбɢɪаɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ, гдɟ 𝑧ሶ ൐ 0 (𝑧ሶ ൏
0). 

Пɨдɫɬавɥɹɹ ɮɭɧɤɰɢɸ (15.14) в ɭɪавɧɟɧɢɹ (15.2), ɧаɯɨдɢɦ: 

𝑄1 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶1

ൌ െ𝑡 ∓
1
𝑚𝑔

ට2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧,              ሺ15.15ሻ 

𝑄2 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶2

ൌ 𝑥 േ
𝐶2
𝑚2𝑔

ට2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧,               ሺ15.16ሻ 

𝑄3 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶3

ൌ 𝑦 േ
𝐶3
𝑚2𝑔

ට2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧,               ሺ15.17ሻ 

гдɟ 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 � ɩɪɨɢɡвɨɥɶɧɵɟ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ. Иɡ ɭɪавɧɟɧɢɣ (15.16) ɢ (15.17) 
вɢдɧɨ, ɱɬɨ 

𝑥 െ 𝑄2
𝐶2

ൌ
𝑦 െ 𝑄3
𝐶3

. 

Эɬɨ ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɢ ɬɨɱɤɢ ɥɟɠɢɬ в ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɩаɪаɥɥɟɥɶɧɨɣ ɨɫɢ 𝑧. 
Еɫɥɢ ɫɨвɦɟɫɬɢɬɶ ɫ ɷɬɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶɸ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 𝑥𝑧, ɬɨ 𝑦 ൌ 0. Тɨгда ɫɥɟдɭɟɬ 
ɩɨɥɨɠɢɬɶ 𝐶3 ൌ 0. Пɪɢ ɷɬɨɦ ɢɡ (15.16) ɩɨɥɭɱɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɩаɪабɨɥɵ ɫ ɨɫɶɸ, 
ɩаɪаɥɥɟɥɶɧɨɣ ɨɫɢ 𝑧, а ɢɦɟɧɧɨ 

ሺ𝑥 െ 𝑄2ሻ2 ൌ
𝐶22

𝑚4𝑔2
ሺ2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 2𝑚2𝑔𝑧ሻ. 
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Уɪавɧɟɧɢɟ (15.15) ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬ ɮɭɧɤɰɢɸ 𝑧ሺ𝑡ሻ. Пɨɥɨɠɢв 𝑄1 ൌ െ𝑡0, ɢɡ 
ɷɬɨгɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɢɦɟɟɦ: 

ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ2 ൌ
2𝑚𝐶1 െ 𝐶22 െ 𝐶32 െ 2𝑚2𝑔𝑧

𝑚2𝑔2 , 

ɬ.ɟ. ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝑧 ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧаɥɶɧɨ ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ2, ɤɨɧɫɬаɧɬа 𝑡0 ɢгɪаɟɬ 
ɪɨɥɶ ɧаɱаɥɶɧɨгɨ ɦɨɦɟɧɬа вɪɟɦɟɧɢ.  ■ 

Задаɱа 15.3. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢ 
ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞 в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨгɨ дɢɩɨɥɹ. 

□ Лагɪаɧɠɢаɧ ɡаɪɹɠɟɧɧɨɣ ɱаɫɬɢɰɵ, ɧаɯɨдɹɳɟɣɫɹ в ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɩɨɥɟ 
дɢɩɨɥɹ, ɧаɣдɟɧ в ɡадаɱɟ 3.6 ɢ ɪавɟɧ  

𝐿 ൌ
𝑚
2 ൫𝑟ሶ

2 ൅ 𝑟2𝜃ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2sin2𝜃൯ െ
𝑞𝑝
𝑟2 cos𝜃, 

гдɟ 𝑝 – дɢɩɨɥɶɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ, а 𝑟, 𝜃, 𝜑 � ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɟ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ (ɩɨɥɹɪɧаɹ ɨɫɶ 
ɧаɩɪавɥɟɧа вдɨɥɶ дɢɩɨɥɹ, а ɧаɱаɥɨ ɨɬɫɱɟɬа ɫɨвɦɟɳɟɧɨ ɫ дɢɩɨɥɟɦ). С ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɥагɪаɧɠɢаɧа ɧаɣдɟɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ: 

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ ൌ 𝑚𝑟ሶ , 𝑝ఏ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝜃ሶ

ൌ 𝑚𝑟2𝜃ሶ , 𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑟

2𝜑ሶ sin2𝜃,      ሺ15.18ሻ 

ɢ ɡаɬɟɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻 ൌ 𝑝𝑟𝑟ሶ ൅ 𝑝ఏ𝜃ሶ ൅ 𝑝ఝ𝜑ሶ െ 𝐿 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఏ2

𝑟2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2sin2𝜃ቇ ൅
𝑞𝑝
𝑟2 cos𝜃. 

Уɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢɦɟɟɬ вɢд: 

𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚 ቊ൬

𝜕𝑆
𝜕𝑟൰

2

൅
1
𝑟2 ൬

𝜕𝑆
𝜕𝜃൰

2

൅
1

𝑟2sin2𝜃 ൬
𝜕𝑆
𝜕𝜑൰

2

ቋ ൅
𝑞𝑝
𝑟2 cos𝜃 ൌ 0. 

Пɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢɳɟɦ в вɢдɟ 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝜑 ൅ 𝑓ሺ𝑟, 𝜃ሻ      ሺ𝐶1, 𝐶2 ൌ constሻ. 

Пɨдɫɬавɥɹɹ 𝑆 в ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ, ɧаɯɨдɢɦ: 

െ𝐶1 ൅
1
2𝑚ቊ൬

𝜕𝑓
𝜕𝑟൰

2

൅
1
𝑟2 ൬

𝜕𝑓
𝜕𝜃൰

2

൅
𝐶22

𝑟2sin2𝜃ቋ ൅
𝑞𝑝
𝑟2 cos𝜃 ൌ 0.        ሺ15.19ሻ 
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Пɪɟдɫɬавɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ 𝑓 в вɢдɟ ɫɭɦɦɵ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡавɢɫɹɳɟɣ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ 𝑟, ɢ 
ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡавɢɫɹɳɟɣ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬ 𝜃, ɬ.ɟ.  

𝑓ሺ𝑟, 𝜃ሻ ൌ 𝑅ሺ𝑟ሻ ൅ 𝛩ሺ𝜃ሻ. 

Пɨдɫɬавɢɦ даɧɧɨɟ ɩɪɟдɫɬавɥɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓 в ɭɪавɧɟɧɢɟ (15.19), ɭɦɧɨɠɢɦ 
ɨбɟ ɱаɫɬɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɧа 2𝑚𝑟2 ɢ ɩɟɪɟɧɟɫɟɦ вɫɟ ɱɥɟɧɵ, ɡавɢɫɹɳɢɟ ɨɬ 𝜃, в ɩɪавɭɸ 
ɱаɫɬɶ. В ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ ɩɨɥɭɱɢɦ: 

െ2𝑚𝐶1𝑟2 ൅ 𝑟2 ൬
𝑑𝑅
𝑑𝑟൰

2

ൌ െቊ൬
𝑑𝛩
𝑑𝜃൰

2

൅
𝐶22

sin2𝜃
ቋ െ  2𝑚𝑞𝑝cos𝜃.      ሺ15.20ሻ 

Пɪаваɹ ɱаɫɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɹ (15.20) ɹвɥɹɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɬɨɥɶɤɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 
𝜃, а ɥɟваɹ – ɬɨɥɶɤɨ 𝑟. Пɨɷɬɨɦɭ ɪавɟɧɫɬвɨ (15.20) ɦɨɠɟɬ вɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɬɨɥɶɤɨ 
ɩɪɢ ɭɫɥɨвɢɢ, ɱɬɨ ɥɟваɹ ɢ ɩɪаваɹ ɱаɫɬɢ ɪавɧɵ ɨдɧɨɣ ɢ ɬɨɣ ɠɟ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ. 
Обɨɡɧаɱɢв ɷɬɭ ɩɨɫɬɨɹɧɧɭɸ ɩɨɫɪɟдɫɬвɨɦ െ𝐶3, ɩɨɥɭɱаɟɦ два ɭɪавɧɟɧɢɹ: 

െ2𝑚𝐶1𝑟2 ൅ 𝑟2 ൬
𝑑𝑅
𝑑𝑟൰

2

ൌ െ𝐶3, 

െቊ൬
𝑑𝛩
𝑑T൰

2

൅
𝐶22

sin2𝜃ቋ െ  2𝑚𝑞𝑝cos𝜃 ൌ െ𝐶3. 

Иɡ ɷɬɢɯ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝑅 ൌ േනඨ2𝑚𝐶1 െ
𝐶3
𝑟2 𝑑𝑟,    𝛩 ൌ േන

ඨቆ𝐶3 െ
𝐶22

sin2𝜃 െ 2𝑚𝑞𝑝cos𝜃ቇ𝑑𝜃. 

Тɨгда ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ* 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝜑 േ 

േනඨ2𝑚𝐶1 െ
𝐶3
𝑟2 𝑑𝑟 േ න

ඨቆ𝐶3 െ
𝐶22

sin2𝜃 െ 2𝑚𝑞𝑝cos𝜃ቇ𝑑𝜃.      ሺ15.21ሻ 

                                           
* Аддɢɬɢвɧаɹ ɤɨɧɫɬаɧɬа в 𝑆 ɧɟɹвɧɨ ɩɪɢɫɭɬɫɬвɭɟɬ в ɢɧɬɟгɪаɥаɯ.  
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Дɥɹ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɡɧаɤɨв, ɤɨɬɨɪɵɟ ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ вɵбɢɪаɬɶ в ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɦ 
вɵɪаɠɟɧɢɢ дɥɹ 𝑆, ɭɱɬɟɦ, ɱɬɨ ɨбɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ ɟɫɬɶ ɩɪɨɢɡвɨдɧɵɟ ɨɬ 
ɮɭɧɤɰɢɢ дɟɣɫɬвɢɹ ɩɨ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɦ ɨбɨбɳɟɧɧɵɦ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦ, ɬ.ɟ.  

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑟 ൌ േ

ඨ2𝑚𝐶1 െ
𝐶3
𝑟2, 

𝑝ఏ ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝜃 ൌ േ

ඨቆ𝐶3 െ
𝐶22

𝑠𝑖𝑛2𝜃 െ 2𝑚𝑞𝑝𝑐𝑜𝑠𝜃ቇ. 

С дɪɭгɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ, ɫɨгɥаɫɧɨ (15.18) ɡɧаɤɢ 𝑝𝑟 ɢ 𝑝ఏ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ ɡɧаɤаɦɢ 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɯ ɨбɨбɳɟɧɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ 𝑟ሶ  ɢ 𝜃ሶ . Пɨɷɬɨɦɭ ɡɧаɤ “+” в (15.21) 
ɩɟɪɟд ɩɟɪвɵɦ (вɬɨɪɵɦ) ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ вɵбɢɪаɟɬɫɹ ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ, гдɟ 𝑟ሶ ൐ 0 (𝜃ሶ ൐ 0), 
а ɡɧаɤ “െ” – ɧа ɭɱаɫɬɤаɯ 𝑟ሶ ൏ 0 (𝜃ሶ ൏ 0).  

Пɨɥɶɡɭɹɫɶ ɧаɣдɟɧɧɵɦ ɩɨɥɧɵɦ ɢɧɬɟгɪаɥɨɦ, ɫɨɫɬавɢɦ ɭɪавɧɟɧɢɹ (15.2): 

𝑄1 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶1

ൌ െ𝑡 േ න
𝑚𝑑𝑟

ට2𝑚𝐶1 െ
𝐶3
𝑟2

, 

𝑄2 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶2

ൌ 𝜑 ∓ 𝐶2 න
𝑑𝜃

sin2𝜃 ൬𝐶3 െ
𝐶22
sin2𝜃 െ 2𝑚𝑞𝑝cos𝜃൰

1
2ൗ
, 

𝑄3 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝐶3

ൌ ∓
1
2න

𝑑𝑟

𝑟2ට2𝑚𝐶1 െ
𝐶3
𝑟2

േ
1
2න

𝑑𝜃

൬𝐶3 െ
𝐶22
sin2𝜃 െ 2𝑚𝑞𝑝cos𝜃൰

1
2ൗ
. 

Пɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɪавɟɧɫɬва ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ. Пɟɪвɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɥɟгɤɨ вɵɱɢɫɥɟɧ, ɱɬɨ ɩɨɡвɨɥɹɟɬ ɧаɣɬɢ 
ɡавɢɫɢɦɨɫɬɶ 𝑟ሺ𝑡ሻ в ɹвɧɨɦ вɢдɟ: 

𝑟2 ൌ
2𝐶1
𝑚
ሺ𝑄1 ൅ 𝑡ሻ2 ൅

𝐶3
2𝑚𝐶1

. 

■ 
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Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

15.4. Заɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ дɥɹ ɬɨɱɤɢ ɦаɫɫɵ 𝑚, 
ɨбɥадаɸɳɟɣ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɟɣ 𝑈, в а) дɟɤаɪɬɨвɨɣ, б) ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɨɣ 
ɢ в) ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦаɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. 

15.5. Наɩɢɲɢɬɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ m, 
ɥагɪаɧɠɢаɧ ɤɨɬɨɪɨɣ  

𝐿 ൌ
𝑚𝑎2

2 ൫𝜃ሶ 2 ൅ 𝜔2 sin2 𝜃൯ െ 𝑚𝑔𝑎 cos 𝜃, 

гдɟ 𝑎,𝜔 ൌ const. 
15.6. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ дɥɹ ɬɟɥа 

ɦаɫɫɵ m, двɢɠɭɳɟгɨɫɹ ɩɨ гɥадɤɨɣ ɧаɤɥɨɧɧɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ, ɫɨɫɬавɥɹɸɳɟɣ ɭгɨɥ 
α ɫ гɨɪɢɡɨɧɬɨɦ. 

15.7. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ дɥɹ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɢ ɡаɤɨɧ ɟгɨ двɢɠɟɧɢɹ в ɤвадɪаɬɭɪɟ. Дɥɢɧа 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа 𝑙, а ɦаɫɫа 𝑚 (ɪɢɫ. 2.5). 

15.8. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɨдɧɨɦɟɪɧɨгɨ гаɪɦɨɧɢɱɟɫɤɨгɨ ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа (ɢɦɟɸɳɟгɨ ɦаɫɫɭ 𝑚  ɢ 
ɫɨбɫɬвɟɧɧɭɸ ɱаɫɬɨɬɭ 𝜔).  

15.9. Наɣдɢɬɟ в ɰɢɥɢɧдɪɢɱɟɫɤɢɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ 
ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ, ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɸ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 
m ɢ ɡаɪɹда q, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɨдɧɨɪɨдɧɨɦ ɦагɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ 
ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɢ 𝓗. 

15.10. Наɣдɢɬɟ в дɟɤаɪɬɨвɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ m ɢ ɡаɪɹда q, двɢɠɭɳɟɣɫɹ вɨ вɡаɢɦɧɨ 
ɩɟɪɩɟɧдɢɤɭɥɹɪɧɵɯ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɯ ɢ ɨдɧɨɪɨдɧɵɯ ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɨɦ ɢ ɦагɧɢɬɧɨɦ 
ɩɨɥɹɯ ɫ ɧаɩɪɹɠɟɧɧɨɫɬɹɦɢ 𝓔  ɢ 𝓗 ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɟɧɧɨ. 

15.11. Наɣдɢɬɟ ɡаɤɨɧ двɢɠɟɧɢɹ в ɤвадɪаɬɭɪаɯ в ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɢɯ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ 𝑈ሺ𝑟ሻ, 
ɦɟɬɨдɨɦ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ. 

15.12. Наɣдɢɬɟ ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɢ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 ɢ ɡаɪɹда 𝑞, двɢɠɭɳɟɣɫɹ в ɩɨɥɟ ɷɥɟɤɬɪɨɦагɧɢɬɧɨɣ 
вɨɥɧɵ ɫ вɟɤɬɨɪɧɵɦ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɨɦ 𝑨 ൌ 𝒂cos𝜔𝑡  ሺ𝒂,𝜔 ൌ constሻ.  
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Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟓. 𝟒.   аሻ 
𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚ቊ൬

𝜕𝑆
𝜕𝑥൰

2

൅ ൬
𝜕𝑆
𝜕𝑦൰

2

൅ ൬
𝜕𝑆
𝜕𝑧൰

2

ቋ ൅ 𝑈ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 0, 

бሻ 
𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚ቊ൬

𝜕𝑆
𝜕𝜌൰

2

൅
1
𝜌2 ൬

𝜕𝑆
𝜕𝜑൰

2

൅ ൬
𝜕𝑆
𝜕𝑧൰

2

ቋ ൅ 𝑈ሺ𝜌, 𝜑, 𝑧ሻ ൌ 0, 

вሻ 
𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚ቊ൬

𝜕𝑆
𝜕𝑟൰

2

൅
1
𝑟2 ൬

𝜕𝑆
𝜕𝜃൰

2

൅
1

𝑟2sin2𝜃 ൬
𝜕𝑆
𝜕𝜑൰

2

ቋ ൅ 𝑈ሺ𝑟, 𝜃, 𝜑ሻ ൌ 0. 

𝟏𝟓. 𝟓.  
𝜕𝑆
𝜕𝑡 ൅

1
2𝑚𝑎2 ൬

𝜕𝑆
𝜕𝜃൰

2

െ
𝑚𝑎2𝜔2

2 sin2𝜃 ൅𝑚𝑔𝑎 cos 𝜃 ൌ 0. 

𝟏𝟓. 𝟔.  𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 േ
2

3𝑚𝑔sin𝛼
ሺ𝐶1 ൅ 𝑚𝑔𝑥sin𝛼ሻ

3
2ൗ ,    𝐶1 ൌ const. 

𝟏𝟓. 𝟕.  𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 േ නඥ2𝑚𝑙2ሺ𝐶1 ൅ 𝑚𝑔𝑙cos𝜑ሻ𝑑𝜑, 𝐶1 ൌ const. 

𝑡 െ 𝑡0 ൌ േ
1
2න

ඨ
2𝑚𝑙2

𝐶1 ൅ 𝑚𝑔𝑙cos𝜑
𝑑𝜑;  𝐶1, 𝑡0 ൌ const. 

𝟏𝟓. 𝟖.  𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 േ නඥሺ2𝑚𝐶1 െ𝑚𝑘𝑞2ሻ 𝑑𝑞, 

𝑞 ൌ ඨ
2𝐶1
𝑘 sin ሺZሺ𝑡 ൅ 𝑄1ሻሻ;   Z ൌ ඨ

𝑘
𝑚 , 𝐶1, 𝑄1 ൌ const. 

𝟏𝟓. 𝟗.  𝑨 ൌ
1
2ℋU𝒆ఝ, ሺось 𝑧 направлена вдоль  𝑯ሻ 

𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝜑 ൅ 𝐶3𝑧 േ නඨ2𝑚𝐶1 െ 𝐶32 െ ൬
𝐶2
𝜌 െ

𝑞ℋ𝜌
2𝑐 ൰

2

𝑑𝜌; 

𝑄1 ൌ െ𝑡 േ න
𝑚𝑑𝜌

ඨ2𝑚𝐶1 െ 𝐶32 െ ቀ
𝐶2
𝜌 െ

𝑞ℋ𝜌
2𝑐 ቁ

2
, 
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𝑄2 ൌ 𝜑 ∓න
ቀ𝐶2U െ

𝑞ℋ𝜌
2𝑐 ቁ𝑑𝜌

𝜌ඨ2𝑚𝐶1 െ 𝐶32 െ ቀ
𝐶2
𝜌 െ

𝑞ℋ𝜌
2𝑐 ቁ

2
, 

𝑄3 ൌ 𝑧 ∓න
𝐶3𝑑𝜌

ඨ2𝑚𝐶1 െ 𝐶32 െ ቀ
𝐶2
𝜌 െ

𝑞ℋ𝜌
2𝑐 ቁ

2
. 

𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ൌ const. 

Из выражений для 𝑄1 и 𝑄3:   𝑧 ൌ 𝑧0 ൅
𝐶3
𝑚
ሺ𝑡 െ 𝑡0ሻ. 

𝟏𝟓. 𝟏𝟎.  𝑆 ൌ െ𝐶1𝑡 ൅ 𝐶2𝑥 േ නඨ2𝑚ሺ𝐶1 ൅ 𝑞ℰ𝑦ሻ െ 𝐶32 െ ቀ𝐶2 െ
𝑞
𝑐 ℋ𝑦ቁ

2
𝑑𝑦 ൅ 𝐶3𝑧, 

𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ൌ const. 

𝟏𝟓. 𝟏𝟏.  𝑄1 ൌ െ𝑡 േ න
𝑑𝑟

ඨ2𝑚ቆ𝐶1 െ
𝐶2

2𝑚𝑟2 െ 𝑈ሺ𝑟ሻቇ

, 

𝑄2 ൌ േන
𝑑𝜃

2ට𝐶2 െ
𝐶32
sin2 𝜃

∓ න
1
𝑚𝑟2

𝑑𝑟

2ඨ2𝑚ቆ𝐶1 െ
𝐶2

2𝑚𝑟2 െ 𝑈ሺ𝑟ሻቇ

, 

𝑄3 ൌ െ𝜑 േන
𝐶3

sin2 𝜃
𝑑𝜃

ට𝐶2 െ
𝐶32
sin2 𝜃

;      𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ൌ const. 

𝟏𝟓. 𝟏𝟐. 𝑆 ൌ 𝑪 ∙ 𝒓 െ
1
2𝑚නቀ𝑪 െ

𝑞
𝑐 𝒂 cos𝜔𝑡ቁ

2
𝑑𝑡 ;  𝒓 ൌ 𝒓𝟎 ൅

1
𝑚ቀ𝑪𝑡 െ

𝑞
𝜔𝑐 𝒂 sin𝜔𝑡ቁ, 

𝑪, 𝒓𝟎 ൌ const. 
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§ 16. Адɢабаɬɢɱеɫɤɢе ɢɧваɪɢаɧɬɵ. Пеɪеɦеɧɧɵе деɣɫɬвɢе-ɭгɨɥ 
Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ, ɫɨвɟɪɲаɸɳɭɸ ɨдɧɨɦɟɪɧɨɟ 

ɮɢɧɢɬɧɨɟ двɢɠɟɧɢɟ. Пɭɫɬɶ даɧɧаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ ɤаɤɢɦ-ɬɨ 
ɩаɪаɦɟɬɪɨɦ 𝜆, ɨɩɪɟдɟɥɹɸɳɢɦ ɫвɨɣɫɬва ɫаɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɥɢ вɧɟɲɧɟгɨ ɩɨɥɹ, в 
ɤɨɬɨɪɨɦ ɨɧа ɧаɯɨдɢɬɫɹ. Пɪɟдɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ ɩаɪаɦɟɬɪ 𝜆 ɦɟɧɹɟɬɫɹ 
адиабатиɱески медленно, ɬ.ɟ. ɧɟɡɧаɱɢɬɟɥɶɧɨ ɡа вɪɟɦɹ  ɩɟɪɢɨда  𝑇 двɢɠɟɧɢɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ, ɬаɤ ɱɬɨ вɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɭɫɥɨвɢɟ  

𝑇
𝑑𝜆
𝑑𝑡 ≪ 𝜆. 

Эɧɟɪгɢɹ 𝐸 ɬаɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, вɨɨбɳɟ гɨвɨɪɹ, ɧɟ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ. Нɨ в ɫɢɥɭ 
ɦɟдɥɟɧɧɨɫɬɢ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ 𝜆 ɫɭɳɟɫɬвɭɟɬ ɬаɤаɹ ɤɨɦбɢɧаɰɢɹ 𝐸 ɢ 𝜆, ɤɨɬɨɪаɹ в 
ɫɪɟдɧɟɦ ɨɫɬаɟɬɫɹ ɧɟɢɡɦɟɧɧɨɣ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ. Эɬа вɟɥɢɱɢɧа, 
ɧаɡɵваɟɦаɹ адиабатиɱеским инвариантом (𝐼), ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ вɵɱɢɫɥɟɧа ɩɨ 
ɮɨɪɦɭɥɟ: 

𝐼 ൌ
1
2𝜋ර𝑝𝑑𝑞.                                                  ሺ16.1ሻ 

В (16.1) ɢɧɬɟгɪаɥ бɟɪɟɬɫɹ ɩɨ ɩɨɥɧɨɦɭ ɢɡɦɟɧɟɧɢɸ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞 
ɡа вɪɟɦɹ ɩɟɪɢɨда ɩɪɢ ɡадаɧɧɵɯ 𝐸 ɢ 𝜆.  

Задаɱа 16.1. Чаɫɬɢɰа ɦаɫɫɵ 𝑚 двɢɠɟɬɫɹ в ɩɪɹɦɨɭгɨɥɶɧɨɣ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɹɦɟ ɲɢɪɢɧɵ 𝑎. Наɣдɢɬɟ, ɤаɤ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɢ 
ɦɟдɥɟɧɧɨɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ 𝑎. 

□ Бɟɡ ɨгɪаɧɢɱɟɧɢɹ ɨбɳɧɨɫɬɢ ɦɨɠɟɦ ɫɱɢɬаɬɶ, ɱɬɨ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 
ɱаɫɬɢɰɵ в ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧɨɣ ɹɦɟ ɪавɧа ɧɭɥɸ, а ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ ɱаɫɬɢɰɵ 

𝑝 ൌ േ√2𝑚𝐸, 

гдɟ 𝐸 � ɩɨɥɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨваɧɧɨɦ ɡɧаɱɟɧɢɢ 𝑎. С ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɮɨɪɦɭɥɵ ሺ16.1ሻ ɧаɯɨдɢɦ:  

𝐼 ൌ
1
2𝜋ቌන√2𝑚𝐸𝑑𝑞

𝑎

0

െ න√2𝑚𝐸𝑑𝑞
0

𝑎

ቍ ൌ
1
𝜋√2𝑚𝐸𝑎. 

Оɬɫɸда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  
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𝐸𝑎2 ൌ const. 

■ 

Иɧɬɟгɪаɥɭ (16.1) ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ ɩɪɢɩɢɫаɧ ɧагɥɹдɧɵɣ гɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ 
ɫɦɵɫɥ, ɟɫɥɢ вɨɫɩɨɥɶɡɨваɬɶɫɹ ɩɨɧɹɬɢɟɦ ɨ ɮазовом пространстве. В ɫɥɭɱаɟ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɨдɧɨɣ ɫɬɟɩɟɧɶɸ ɫвɨбɨдɵ, ɩɨд ɮаɡɨвɵɦ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɨɦ ɩɨɧɢɦаɟɬɫɹ 
двɭɦɟɪɧɨɟ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɨ c ввɟдɟɧɧɨɣ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬ, ɩɨ ɨɫɹɦ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɨɬɥɨɠɟɧɵ ɡɧаɱɟɧɢɹ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞 ɢ ɨбɨбɳɟɧɧɨгɨ 
ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑝. Каɠдаɹ ɬɨɱɤа ɷɬɨгɨ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬва ɨɬвɟɱаɟɬ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɦɭ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɸ ɫɢɫɬɟɦɵ. Пɪɢ двɢɠɟɧɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢɡɨбɪаɠаɸɳаɹ ɟɟ ɮаɡɨваɹ ɬɨɱɤа 
ɨɩɢɫɵваɟɬ в ɮаɡɨвɨɦ ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɭɸ ɥɢɧɢɸ, ɧаɡɵваɟɦɭɸ 
ɮазовой траекторией. Еɫɥɢ ɫɢɫɬɟɦа ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɨɟ двɢɠɟɧɢɟ, ɬɨ 
ɟɟ ɮаɡɨваɹ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɡаɦɤɧɭɬɭɸ ɤɪɢвɭɸ в ɮаɡɨвɨɣ 
ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 𝑞, 𝑝. Фɢгɭɪɢɪɭɸɳɢɣ в (16.1) ɢɧɬɟгɪаɥ  

ර𝑝𝑑𝑞, 

вɡɹɬɵɣ вдɨɥɶ ɷɬɨɣ ɤɪɢвɨɣ, ɟɫɬɶ ɡаɤɥɸɱɟɧɧаɹ вɧɭɬɪɢ ɧɟɟ ɩɥɨɳадɶ.  

Задаɱа 16.2. Оɩɪɟдɟɥɢɬɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ аɦɩɥɢɬɭдɵ ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа ɩɪɢ ɦɟдɥɟɧɧɨɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ дɥɢɧɵ ɟгɨ ɩɨдвɟɫа. 

□ Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨгɨ ɦаɹɬɧɢɤа  

𝐻ሺ𝑝ఝ, 𝜑ሻ ൌ
𝑝ఝ2

2𝑚𝑙2 ൅
𝑚𝑔𝑙𝜑2

2 ,                                      ሺ16.2ሻ 

гдɟ 𝜑 – ɭгɨɥ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ ɦаɹɬɧɢɤа ɨɬ вɟɪɬɢɤаɥɢ, 𝑝ఝ – ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ, 
ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɢɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɟ 𝜑.  

Фаɡɨваɹ ɬɪаɟɤɬɨɪɢɹ ɩɪɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɦ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɡɧаɱɟɧɢɢ 𝑙 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ 
ɡаɤɨɧɨɦ ɫɨɯɪаɧɟɧɢɹ ɷɧɟɪгɢɢ  

𝐻ሺ𝑝ఝ,𝜑ሻ ൌ 𝐸, 

ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɤɨɬɨɪɨгɨ (16.2) ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝑝ఝ2

2𝑚𝑙2𝐸 ൅
𝜑2

2𝐸
𝑚𝑔𝑙

ൌ 1.                                             ሺ16.3ሻ 
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Уɪавɧɟɧɢɟ (16.3) ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɭɪавɧɟɧɢɟ ɷɥɥɢɩɫа ɫ ɩɨɥɭɨɫɹɦɢ √2𝑚𝑙2𝐸 

ɢ ට2𝐸 𝑚𝑔𝑙ൗ . Пɥɨɳадɶ ɷɥɥɢɩɫа ɟɫɬɶ 2𝜋𝐸ට𝑙 𝑔ൗ , ɨɬɤɭда 

𝐼 ൌ 𝐸ඨ
𝑙
𝑔.                                                        ሺ16.4ሻ 

Пɭɫɬɶ 𝜑0 ɟɫɬɶ аɦɩɥɢɬɭда ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦаɹɬɧɢɤа ɩɪɢ ɡадаɧɧɨɣ дɥɢɧɟ 𝑙. 
Тɨгда ɩɨɥɧɭɸ ɷɧɟɪгɢɸ ɦаɹɬɧɢɤа, ɩɪɟдɩɨɥагаɹ ɤɨɥɟбаɧɢɹ ɦаɥɵɦɢ, ɦɨɠɧɨ 
ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ 

𝐸 ൌ
𝑚𝑔𝑙
2 𝜑02. 

Пɪɢ ɷɬɨɦ ɢɡ (16.4) ɩɨɥɭɱаɟɦ: 

𝑙3/4𝜑0 ൌ const.                                                 ሺ16.5ሻ 

Эɬɨ ɨɡɧаɱаɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɢ адɢабаɬɢɱɟɫɤɢ ɦɟдɥɟɧɧɨɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ дɥɢɧɵ 𝑙 
аɦɩɥɢɬɭда ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɦаɹɬɧɢɤа бɭдɟɬ ɢɡɦɟɧɹɬɶɫɹ ɬаɤɢɦ ɨбɪаɡɨɦ, 
ɱɬɨбɵ вɵɩɨɥɧɹɥɨɫɶ ɪавɟɧɫɬвɨ (16.5). ■ 

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɣ ɪавɟɧɫɬвɨɦ (16.1) вɟɥɢɱɢɧɵ 𝐼 ɦɨɠɧɨ даɬɶ 
ɧɨвɭɸ ɮɨɪɦɭɥɢɪɨвɤɭ ɭɪавɧɟɧɢɹɦ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ 
ɩаɪаɦɟɬɪаɦɢ), ɫɨвɟɪɲаɸɳɟɣ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɨɟ двɢɠɟɧɢɟ, в ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, ɩɨɥɭɱɢɬɶ 
ɱаɫɬɨɬɵ, ɯаɪаɤɬɟɪɢɡɭɸɳɢɟ ɷɬɨ двɢɠɟɧɢɟ. Пɭɫɬɶ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɫ 
ɨдɧɨɣ ɫɬɟɩɟɧɶɸ ɫвɨбɨдɵ ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɨɟ двɢɠɟɧɢɟ, а ɟɟ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ. Пɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ (15.4) дɥɹ даɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ 

𝑆 ൌ െ𝐸0𝑡 ൅𝑊ሺ𝑞, 𝐸0ሻ.                                            ሺ16.6ሻ 

В (16.6) ɤɨɧɫɬаɧɬа 𝐸0 ɢгɪаɟɬ ɪɨɥɶ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ
, а 𝑊ሺ𝑞, 𝐸0ሻ 
ɧаɡɵваɟɬɫɹ укороɱеннɵм действием. Уɤɨɪɨɱɟɧɧɨɟ дɟɣɫɬвɢɟ 𝑊ሺ𝑞, 𝐸0ሻ ɦɨɠɧɨ 

                                           

 Раɧɟɟ, в § 15, даɧɧɭɸ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ ɦɵ ɨбɨɡɧаɱаɥɢ 𝐶1. В ɷɬɨɦ ɩаɪагɪаɮɟ, дɥɹ бɨɥɶɲɟɣ 

ɮɢɡɢɱɟɫɤɨɣ ɧагɥɹдɧɨɫɬɢ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɩɪɢвɵɱɧɨɟ ɨбɨɡɧаɱɟɧɢɟ дɥɹ ɷɧɟɪгɢɢ. Пɪɢ ɷɬɨɦ ɫ 
ɦаɬɟɦаɬɢɱɟɫɤɨɣ ɬɨɱɤɢ ɡɪɟɧɢɹ 𝐸0 в (16.6) ɢгɪаɟɬ ɪɨɥɶ ɨбɵɱɧɨɣ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ, ɨɬ ɤɨɬɨɪɨɣ 
дɨɥɠɟɧ ɡавɢɫɟɬɶ (ɩɨɦɢɦɨ аддɢɬɢвɧɨɣ ɤɨɧɫɬаɧɬɵ) ɩɨɥɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɭɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа-
Яɤɨбɢ.  
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ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ, ɡавɢɫɹɳɟɣ ɨɬ ɨбɨбɳɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ 𝑞 
ɢ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɨɣ ɪавɟɧɫɬвɨɦ (16.1) вɟɥɢɱɢɧɵ 𝐼. Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ 
ɢɦɩɭɥɶɫ  

𝑝 ൌ
𝜕𝑆
𝜕𝑞 ൌ

𝑑𝑊ሺ𝑞, 𝐸0ሻ
𝑑𝑞                                       ሺ16.7ሻ 

ɡавɢɫɢɬ ɨɬ 𝑞 ɢ 𝐸0. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ, ɫɨгɥаɫɧɨ (16.1), 𝐼 ൌ 𝐼ሺ𝐸0ሻ. Оɬɫɸда ɦɨɠɧɨ 
вɵɪаɡɢɬɶ 𝐸0 ɱɟɪɟɡ 𝐼, ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ 𝑊 ൌ 𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ. 

Иɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɭɤɨɪɨɱɟɧɧɨɟ дɟɣɫɬвɢɟ 𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɩɪɨɢɡвɨдɹɳɟɣ 
ɮɭɧɤɰɢɢ, в ɤɨɬɨɪɨɣ 𝑞 ɮɢгɭɪɢɪɭɟɬ в ɤаɱɟɫɬвɟ ɫɬаɪɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ, а 𝐼 ɩɪɢɦɟɦ 
ɡа ɧɨвɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ. Каɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ, ɡадаваɟɦɨɟ ɮɭɧɤɰɢɟɣ 
𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɪавɟɧɫɬваɦɢ: 

𝑝 ൌ
𝜕𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ
𝜕𝑞 , 𝑤 ൌ

𝜕𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ
𝜕𝐼 ,                          ሺ16.8ሻ 

гдɟ 𝑝 ɫɬаɪɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ, а 𝑤 ɢгɪаɟɬ ɪɨɥɶ ɧɨвɨɣ ɤɨɨɪдɢɧаɬɵ. Вɟɥɢɱɢɧɭ I  
ɧаɡɵваɸɬ переменной действиɹ, а 𝑤 � угловой переменной. Нɨвɵɣ 
гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ 

𝐻ᇱ ൌ 𝐻ሺ𝐼ሻ ൅
𝜕𝑊ሺ𝑞, 𝐼ሻ
𝜕𝑡 ൌ 𝐻ሺ𝐼ሻ. 

Уɪавɧɟɧɢɹ Гаɦɢɥɶɬɨɧа в ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ дɟɣɫɬвɢɟ-ɭгɨɥ бɭдɭɬ ɢɦɟɬɶ вɢд: 

𝐼ሶ ൌ 0, 𝑤ሶ ൌ
𝑑𝐻ሺ𝐼ሻ
𝑑𝐼 , 

ɨɬɤɭда ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ 

𝐼 ൌ const, 𝑤 ൌ
𝑑𝐻ሺ𝐼ሻ
𝑑𝐼 𝑡 ൅ 𝑤0, 

гдɟ 𝑤0 – ɧɟɤɨɬɨɪаɹ ɤɨɧɫɬаɧɬа. 

Вɟɥɢɱɢɧа 

𝜔 ൌ
𝑑𝐻ሺ𝐼ሻ
𝑑𝐼                                                 ሺ16.9ሻ 

ɹвɥɹɟɬɫɹ ɱаɫɬɨɬɨɣ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ.  
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Задаɱа 16.3. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɟɣɫɬвɢɟ-ɭгɨɥ ɢ ɱаɫɬɨɬɭ вɪаɳɟɧɢɹ 
ɫвɨбɨдɧɨгɨ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа вɨɤɪɭг ɧɟɩɨдвɢɠɧɨɣ ɨɫɢ. Мɨɦɟɧɬ ɢɧɟɪɰɢɢ ɬɟɥа 
ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɨɫɢ вɪаɳɟɧɢɹ ɪавɟɧ ℐ. 

□ Кɢɧɟɬɢɱɟɫɤаɹ ɷɧɟɪгɢɹ ɬвɟɪдɨгɨ ɬɟɥа  

𝑇 ൌ
1
2 ℐ𝜑ሶ

2, 

гдɟ 𝜑 ɭгɨɥ ɩɨвɨɪɨɬа ɬɟɥа. Пɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ ɩɨɬɟɧɰɢаɥɶɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝑈 ൌ 0. 
Лагɪаɧɠɢаɧ 

𝐿 ൌ 𝑇 െ 𝑈 ൌ
1
2 ℐ𝜑ሶ

2, 

ɨɬɤɭда ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ  

𝑝ఝ ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ ℐ𝜑ሶ , 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, ɫɨвɩадаɸɳɢɣ ɫ ɩɨɥɧɨɣ ɷɧɟɪгɢɣ 𝐸0 ɬвɟɪдɨгɨ 
ɬɟɥа, 

𝐻 ൌ 𝐸0 ൌ 𝑝ఝ𝜑ሶ െ 𝐿 ൌ
𝑝ఝ2

2ℐ .                                   ሺ16.10ሻ 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝜑 – ɰɢɤɥɢɱɟɫɤаɹ, ɨбɨбɳɟɧɧɵɣ ɢɦɩɭɥɶɫ  𝑝ఝ ൌ const.  

Пɟɪɟɦɟɧɧаɹ дɟɣɫɬвɢɟ, ɫɨгɥаɫɧɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ (16.1), 

𝐼 ൌ
1
2𝜋ර𝑝ఝ𝑑𝜑 ൌ

𝑝ఝ
2𝜋න 𝑑𝜑

2గ

0

ൌ 𝑝ఝ.                             ሺ16.11ሻ 

Дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɭɤɨɪɨɱɟɧɧɨгɨ дɟɣɫɬвɢɹ вɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ (16.7), 
ɤɨɬɨɪаɹ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɩɪɢɦɟɬ вɢд 

𝑝ఝ ൌ
𝑑𝑊
𝑑𝜑 , 

ɨɬɤɭда (ɫ ɬɨɱɧɨɫɬɶɸ дɨ аддɢɬɢвɧɨɣ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ) 

𝑊 ൌ න𝑝ఝ 𝑑𝜑 ൌ 𝑝ఝ𝜑, 
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ɢɥɢ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ (16.11), 

𝑊 ൌ 𝐼𝜑. 

В ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɢɢ ɫ (16.8), ɭгɥɨваɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧаɹ 

𝑤 ൌ
𝜕𝑊
𝜕𝐼 ൌ 𝜑. 

Чаɫɬɨɬɭ 𝜔 ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (16.9). С ɭɱɟɬɨɦ ɬɨгɨ, ɱɬɨ 𝑝ఝ ൌ 𝐼, 
(16.10) ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ ɤаɤ 

𝐻ሺ𝐼ሻ ൌ
𝐼2

2ℐ, 

а, ɡɧаɱɢɬ, 

𝜔 ൌ
𝑑𝐻ሺ𝐼ሻ
𝑑𝐼 ൌ

𝐼
ℐ. 

■ 

Пɭɫɬɶ ɬɟɩɟɪɶ ɢɦɟɟɬɫɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɫ 𝑠 ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɫвɨбɨдɵ. Пɨ-
ɩɪɟɠɧɟɦɭ ɩɪɟдɩɨɥагаɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɫɢɫɬɟɦа ɫɨвɟɪɲаɟɬ ɮɢɧɢɬɧɨɟ (ɩɨ вɫɟɦ 
ɤɨɨɪдɢɧаɬаɦ) двɢɠɟɧɢɟ. Бɭдɟɦ ɢ даɥɟɟ ɩɨɥагаɬɶ, ɱɬɨ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ 
ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ ɢ ɨгɪаɧɢɱɢɦɫɹ ɫɥɭɱаɟɦ, ɤɨгда ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ в ɭɪавɧɟɧɢɢ 
Гаɦɢɥɶɬɨɧа-Яɤɨбɢ ɪаɡдɟɥɹɸɬɫɹ. Пɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɟɣɫɬвɢɹ ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬɫɹ 
ɪавɟɧɫɬваɦɢ 

𝐼ఈ ൌ
1
2𝜋ර𝑝ఈ𝑑𝑞ఈ , 𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠,                       ሺ16.12ሻ 

гдɟ ɢɧɬɟгɪаɥ бɟɪɟɬɫɹ ɩɨ ɩɨɥɧɨɦɭ ɰɢɤɥɭ ɩɟɪɢɨдɢɱɟɫɤɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ. Пɪɢɧɢɦаɹ 
вɟɥɢɱɢɧɵ 𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑠 ɡа ɧɨвɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ, ɦɨɠɧɨ ɭɤɨɪɨɱɟɧɧɨɟ дɟɣɫɬвɢɟ 
ɡаɩɢɫаɬɶ в вɢдɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

𝑊 ൌ 𝑊ሺ𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑠, 𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑠ሻ. 

Сɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ  

𝑝ఈ ൌ
𝜕𝑊
𝜕𝑞ఈ

, 𝑤ఈ ൌ
𝜕𝑊
𝜕𝐼ఈ

          ሺ𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠ሻ 
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в ɧɟɹвɧɨɦ вɢдɟ ɡадаɸɬ ɤаɧɨɧɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɟɨбɪаɡɨваɧɢɟ ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ 𝑞ఈ, 𝑝ఈ ɤ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ дɟɣɫɬвɢɟ-ɭгɨɥ 𝐼ఈ, 𝑤ఈ. Чаɫɬɨɬɵ двɢɠɟɧɢɹ  

𝜔ఈ ൌ
𝜕𝐻ሺ𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑠ሻ

𝜕𝐼ఈ
,     𝛼 ൌ 1,2,… , 𝑠,                          ሺ16.13ሻ 

гдɟ 𝐻ሺ𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑠ሻ � гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ, вɵɪаɠɟɧɧɵɣ ɱɟɪɟɡ 𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑠. 

Задаɱа 16.4. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɟɣɫɬвɢɹ ɢ ɱаɫɬɨɬɵ ɮɢɧɢɬɧɨгɨ 
двɢɠɟɧɢɹ ɱаɫɬɢɰɵ ɦаɫɫɵ 𝑚 в ɩɨɥɟ 

𝑈ሺ𝑟ሻ ൌ െ
𝛼
𝑟 , 𝛼 ൐ 0. 

□ Пɨ ɭɫɥɨвɢɸ ɡадаɱɢ двɢɠɟɧɢɟ ɱаɫɬɢɰɵ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ 
ɩɨɥɟ. Лагɪаɧɠɢаɧ дɥɹ двɢɠɟɧɢɹ в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɨɩɪɟдɟɥɹɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ 
(6.1), ɤɨɬɨɪаɹ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɩɪɢɧɢɦаɟɬ вɢд  

𝐿 ൌ
𝑚
2
ሺ𝑟ሶ 2 ൅ 𝑟2𝜑ሶ 2ሻ ൅

𝛼
𝑟. 

Обɨбɳɟɧɧɵɟ ɢɦɩɭɥɶɫɵ  

𝑝𝑟 ൌ
𝜕𝐿
𝜕𝑟ሶ ൌ 𝑚𝑟ሶ ,    𝑝ఝ ൌ

𝜕𝐿
𝜕𝜑ሶ ൌ 𝑚𝑟

2𝜑ሶ , 

ɢ, ɫɥɟдɨваɬɟɥɶɧɨ, гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ  

𝐻 ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2ቇ െ
𝛼
𝑟.                                                 

 Гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɧɟ ɡавɢɫɢɬ ɹвɧɨ ɨɬ вɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ 
ɨбɨбɳɟɧɧаɹ ɷɧɟɪгɢɹ  

𝐸0 ൌ െ|𝐸0| ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑝ఝ2

𝑟2ቇ െ
𝛼
𝑟 .                                ሺ16.14ሻ 

Здɟɫɶ ɭɱɬɟɧɨ, ɱɬɨ дɥɹ ɫɨвɟɪɲɟɧɢɹ ɮɢɧɢɬɧɨгɨ двɢɠɟɧɢɹ в ɡадаɧɧɨɦ в ɡадаɱɟ 
ɩɨɬɟɧɰɢаɥɟ, дɨɥɠɧɨ бɵɬɶ 𝐸0 ൏ 0. Кɪɨɦɟ ɬɨгɨ, ɤɨɨɪдɢɧаɬа 𝜑 ɹвɥɹɟɬɫɹ 
ɰɢɤɥɢɱɟɫɤɨɣ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɫɨɯɪаɧɹɟɬɫɹ ɬаɤɠɟ ɢɦɩɭɥɶɫ 𝑝ఝ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɩɪɢ двɢɠɟɧɢɢ 
в ɰɟɧɬɪаɥɶɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ ɦɨɦɟɧɬɨɦ ɢɦɩɭɥɶɫа 𝑀 (ɫɦ. § 6): 𝑝ఝ ൌ 𝑀 ൌ
const. С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ (16.14) ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ ɤаɤ  
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െ|𝐸0| ൌ
1
2𝑚ቆ𝑝𝑟

2 ൅
𝑀2

𝑟2 ቇ െ
𝛼
𝑟. 

Оɬɫɸда  

𝑝𝑟 ൌ േඨെ2𝑚|𝐸0| ൅
2𝑚𝛼
𝑟 െ

𝑀2

𝑟2 .                             ሺ16.15ሻ 

Наɣдɟɦ ɬɟɩɟɪɶ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɟɣɫɬвɢɹ. Пɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝐼ఝ ɥɟгɤɨ вɵɱɢɫɥɹɟɬɫɹ 
в ɫɢɥɭ ɩɨɫɬɨɹɧɫɬва 𝑝ఝ.  Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨ, ɫɨгɥаɫɧɨ (16.12), 

𝐼ఝ ൌ
1
2𝜋ර𝑝ఝ𝑑𝜑 ൌ

𝑀
2𝜋න 2𝜋

2గ

0

ൌ 𝑀. 

Пɟɪɟɦɟɧɧаɹ 𝐼𝑟, ɫ ɭɱɟɬɨɦ (16.15), ɪавɧа 

𝐼𝑟 ൌ
1
2𝜋ර𝑝𝑟𝑑𝑟 ൌ േ

1
2𝜋ර

ඨെ2𝑚|𝐸0| ൅
2𝑚𝛼
𝑟 െ

𝑀2

𝑟2 𝑑𝑟. 

В ɫɢɥɭ ɩɟɪɢɨдɢɱɧɨɫɬɢ двɢɠɟɧɢɹ даɧɧɵɣ ɢɧɬɟгɪаɥ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟдɫɬавɢɬɶ в вɢдɟ 
ɭдвɨɟɧɧɨгɨ ɢɧɬɟгɪаɥа ɨɬ 𝑟୫in дɨ 𝑟୫ax, ɬ.ɟ.  

𝐼𝑟 ൌ
1
𝜋 න ඨെ2𝑚|𝐸0| ൅

2𝑚𝛼
𝑟 െ

𝑀2

𝑟2 𝑑𝑟

𝑟 ౗౮

𝑟ౣ౟౤

,                        ሺ16.16ሻ 

гдɟ 𝑟𝑚𝑖𝑛 ɢ 𝑟୫ax, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɟ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ (6.7), ɪавɧɵ: 

𝑟୫in ൌ
𝛼

2|𝐸0|
െ ඨ

𝛼2

4𝐸02
െ

𝑀2

2𝑚|𝐸0|
,   𝑟୫ax ൌ

𝛼
2|𝐸0|

൅ ඨ
𝛼2

4𝐸02
െ

𝑀2

2𝑚|𝐸0|
. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɷɬɨгɨ ɢɧɬɟгɪаɥ (16.16)  

𝐼𝑟 ൌ െ𝑀 ൅ 𝛼ඨ
𝑚
2|𝐸0|

ൌ െ𝐼ఝ ൅ 𝛼ඨ
𝑚
2|𝐸0|

.                ሺ16.17ሻ 
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Чаɫɬɨɬɵ 𝜔𝑟, 𝜔ఝ вɵɱɢɫɥɹɟɦ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (16.13). Дɥɹ ɷɬɨгɨ ɫɧаɱаɥа 
ɩɪɟдɫɬавɢɦ гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɸ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ дɟɣɫɬвɢɹ 𝐼ఝ ɢ 𝐼𝑟. Иɡ 
(16.17) ɫɥɟдɭɟɬ, ɱɬɨ  

|𝐸0| ൌ
𝑚𝛼2

2൫𝐼𝑟 ൅ 𝐼ఝ൯
2. 

Пɨɫɤɨɥɶɤɭ 𝐻 ൌ െ|𝐸0|, ɬɨ 

𝐻൫𝐼𝑟, 𝐼ఝ൯ ൌ െ
𝑚𝛼2

2൫𝐼𝑟 ൅ 𝐼ఝ൯
2. 

Тɨгда 

𝜔𝑟 ൌ 𝜔ఝ ൌ
𝜕𝐻൫𝐼𝑟, 𝐼ఝ൯

𝜕𝐼𝑟
ൌ
𝜕𝐻൫𝐼𝑟, 𝐼ఝ൯

𝜕𝐼ఝ
ൌ

𝑚𝛼2

൫𝐼𝑟 ൅ 𝐼ఝ൯
3. 

■ 

Задаɱи длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

16.5. Шаɪɢɤ, ɧаɯɨдɹɳɢɣɫɹ в ɥɢɮɬɟ, ɩɨдɫɤаɤɢваɟɬ ɧад ɭɩɪɭгɨɣ ɩɥɢɬɨɣ. 
Каɤ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɦаɤɫɢɦаɥɶɧаɹ вɵɫɨɬа ɩɨдɴɟɦа ɲаɪɢɤа ℎ, ɟɫɥɢ ɥɢɮɬ двɢɠɟɬɫɹ 
ɫ адɢабаɬɢɱɟɫɤɢ ɦɟдɥɟɧɧɨ ɢɡɦɟɧɹɸɳɢɦɫɹ ɩɨ ɡаɤɨɧɭ 𝑎ሺ𝑡ሻ ɭɫɤɨɪɟɧɢɟɦ?  

16.6. Чаɫɬɢɰа двɢɠɟɬɫɹ вɧɭɬɪɢ ɩаɪаɥɥɟɥɟɩɢɩɟда ɫ ɭɩɪɭгɢɦɢ ɫɬɟɧɤаɦɢ. 
Каɤ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ɱаɫɬɢɰɵ, ɟɫɥɢ ɪаɡɦɟɪɵ ɩаɪаɥɥɟɥɟɩɢɩɟда (𝑎, 𝑏, 𝑐 – 
дɥɢɧа, ɲɢɪɢɧа ɢ вɵɫɨɬа) адɢабаɬɢɱɟɫɤɢ ɦɟдɥɟɧɧɨ ɢɡɦɟɧɹɸɬɫɹ? 

16.7. Чаɫɬɢɰа двɢɠɟɬɫɹ вɧɭɬɪɢ ɫɮɟɪɵ ɫ ɭɩɪɭгɢɦɢ ɫɬɟɧɤаɦɢ, ɪадɢɭɫ 𝑅 
ɤɨɬɨɪɨɣ адɢабаɬɢɱɟɫɤɢ ɦɟдɥɟɧɧɨ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ. Каɤ ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɪɢ ɷɬɨɦ 
ɷɧɟɪгɢɹ 𝐸 ɱаɫɬɢɰɵ? 

16.8. Наɣдɢɬɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ дɟɣɫɬвɢɹ ɢ ɱаɫɬɨɬɵ ɤɨɥɟбаɧɢɣ ɧɟɢɡɨɬɪɨɩɧɨгɨ 
ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟɧɧɨгɨ ɨɫɰɢɥɥɹɬɨɪа, гаɦɢɥɶɬɨɧɢаɧ ɤɨɬɨɪɨгɨ 

𝐻 ൌ
1
2𝑚 ൫𝑝𝑥

2 ൅ 𝑝𝑦2 ൅ 𝑝௭2൯ ൅
1
2
ሺ𝑘1𝑥2 ൅ 𝑘2𝑦2 ൅ 𝑘3𝑧2ሻ, 

𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ൌ const. 
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Ответɵ к задаɱам длɹ самостоɹтелɶного реɲениɹ 

𝟏𝟔. 𝟓.   ℎ3ሺ𝑔 േ 𝑎ሻ ൌ const.   Зɧаɤ “+” ɢɥɢ “�” вɵбɢɪаɟɬɫɹ в ɡавɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ 
ɧаɩɪавɥɟɧɢɹ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ɥɢɮɬа.  

𝟏𝟔. 𝟔.  𝐸 ൌ
𝜋2

2𝑚ቆ
𝐼12

𝑎2 ൅
𝐼22

𝑏2 ൅
𝐼32

𝑐2ቇ ; 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 ൌ const. 

𝟏𝟔. 𝟕.  𝐸𝑅2 ൌ const.  

𝟏𝟔. 𝟖.    𝐼1 ൌ
𝐶1

2ඥ𝑚𝑘1
, 𝐼2 ൌ

𝐶2
2ඥ𝑚𝑘2

, 𝐼3 ൌ
𝐶3

2ඥ𝑚𝑘3
,  

𝜔1 ൌ ඨ
𝑘1
𝑚 ,    𝜔2 ൌ

ඨ𝑘2
𝑚 ,   𝜔3 ൌ

ඨ𝑘3
𝑚 ;    𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ൌ const. 
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Пɪɢɥɨжеɧɢе 1. Деɣɫɬвɢɬеɥɶɧɵе, вɨɡɦɨжɧɵе ɢ вɢɪɬɭаɥɶɧɵе 
ɩеɪеɦеɳеɧɢɹ. Идеаɥɶɧɵе ɫвɹɡɢ  

Раɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɭɸ ɬɨɱɤɭ, ɧа ɤɨɬɨɪɭɸ ɧаɥɨɠɟɧа гɨɥɨɧɨɦɧаɹ 
ɫвɹɡɶ 

𝑓ሺ𝒓, 𝑡ሻ ൌ 0,                                                       ሺП. 1ሻ 

гдɟ 𝒓 – ɪадɢɭɫ-вɟɤɬɨɪ ɬɨɱɤɢ. 

Действителɶнɵм перемеɳением 𝑑𝒓 ɬɨɱɤɢ ɧаɡɵваɟɬɫɹ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦаɥɨɟ 
ɟɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ в ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɢɢ ɫ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ ɫвɹɡɢ, 
ɬɨ ɟɫɬɶ, дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ � ɷɬɨ ɪɟаɥɶɧɨɟ бɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦаɥɨɟ 
ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ ɩɨд дɟɣɫɬвɢɟɦ вɫɟɯ дɟɣɫɬвɭɸɳɢɯ ɫɢɥ ɢ дɨɩɭɫɤаɟɦɨɟ 
ɭɪавɧɟɧɢɟɦ ɫвɹɡɢ. Таɤɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ ɡа вɪɟɦɹ 𝑑𝑡. 

Возможное перемеɳение ɬɨɱɤɢ � ɷɬɨ ɥɸбɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ, 
дɨɩɭɫɤаɟɦɨɟ ɬɨɥɶɤɨ ɭɪавɧɟɧɢɟɦ ɫвɹɡɢ. В ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨгɨ 
ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ вɨɡɦɨɠɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɦɨɠɟɬ ɧɟ ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɬɶ ɭɪавɧɟɧɢɸ 
двɢɠɟɧɢɹ. В ɫɥɭɱаɟ, ɟɫɥɢ вɨɡɦɨɠɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɭдɨвɥɟɬвɨɪɹɟɬ ɭɪавɧɟɧɢɸ 
двɢɠɟɧɢɹ, ɬɨ ɨɧɨ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɵɦ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟɦ. 
Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɩɪɢ ɡадаɧɧɵɯ ɧаɱаɥɶɧɵɯ ɭɫɥɨвɢɹɯ ɢ ɫɢɥаɯ ɭ 
ɬɨɱɤɢ ɬɨɥɶɤɨ ɨдɧɨ, в ɬɨ вɪɟɦɹ ɤаɤ вɨɡɦɨɠɧɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɣ ɦɨɠɟɬ бɵɬɶ 
бɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦɧɨгɨ. Дɟɣɫɬвɢɬɟɥɶɧɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ вɫɟгда ɹвɥɹɟɬɫɹ ɨдɧɢɦ ɢɡ 
вɨɡɦɨɠɧɵɯ.  

Пɨд виртуалɶнɵм перемеɳением 𝛿𝒓 ɬɨɱɤɢ ɩɨɧɢɦаɸɬ вɨɨбɪаɠаɟɦɨɟ 
бɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦаɥɨɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɟ ɬɨɱɤɢ, дɨɩɭɫɤаɟɦɨɟ ɫвɹɡɶɸ в даɧɧɵɣ 
ɮɢɤɫɢɪɨваɧɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ. Дɥɹ вɢɪɬɭаɥɶɧɨгɨ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ ɧɟ 
ɬɪɟбɭɟɬɫɹ вɪɟɦɟɧɢ дɥɹ ɟгɨ ɫɨвɟɪɲɟɧɢɹ. Пɪɢ ɬаɤɨɦ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɢ ɫвɹɡɶ ɤаɤ бɵ 
“ɡаɫɬɵваɟɬ”, ɬɨ ɟɫɬɶ ɟɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ ɫɨ вɪɟɦɟɧɟɦ ɦɵɫɥɟɧɧɨ ɩɪɟɤɪаɳаɟɬɫɹ. 
Оɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ в ɫɥɭɱаɟ ɫɬаɰɢɨɧаɪɧɨɣ ɫвɹɡɢ (ɤɨгда вɪɟɦɹ в ɭɪавɧɟɧɢɟ  ሺП. 1ሻ в 
ɹвɧɨɦ вɢдɟ ɧɟ вɯɨдɢɬ) ɫɨвɨɤɭɩɧɨɫɬɶ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɣ ɫɨвɩадаɟɬ ɫ 
вɨɡɦɨɠɧɵɦɢ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹɦɢ. 

Еɫɥɢ ɫвɹɡɶɸ дɥɹ ɬɨɱɤɢ ɹвɥɹɟɬɫɹ, ɧаɩɪɢɦɟɪ, двɢɠɭɳаɹɫɹ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶ, ɬɨ 
вɫɟ вɨɡɦɨɠɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ бɭдɭɬ ɩɪɟдɫɬавɥɹɬɶ ɫɨбɨɣ вɟɤɬɨɪɧɵɟ ɫɭɦɦɵ 
ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ вɦɟɫɬɟ ɫ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶɸ ɢ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ ɩɨ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ. В ɬɨ ɠɟ 
вɪɟɦɹ вɫɟ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ 𝛿𝒓 в ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ 𝑡 ɪаɫɩɨɥɨɠаɬɫɹ ɧа 
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ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ в ɩɨɥɨɠɟɧɢɢ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɨɧа ɡаɧɢɦаɟɬ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɵɣ ɦɨɦɟɧɬ 
вɪɟɦɟɧɢ.   

Вɵɱɢɫɥɹɹ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥ ɥɟвɨɣ ɱаɫɬɢ ɭɪавɧɟɧɢɹ ሺП. 1ሻ ɩɪɢ 
ɮɢɤɫɢɪɨваɧɧɨɦ вɪɟɦɟɧɢ ɢ ɩɪɢɪавɧɢваɹ ɟгɨ  ɧɭɥɸ (ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ в ɫɢɥɭ ɪавɟɧɫɬва 
ɧɭɥɸ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑓 дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥ ɥɸбɨгɨ ɩɨɪɹдɤа ɨɬ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɪавɟɧ ɧɭɥɸ), 
ɩɨɥɭɱɢɦ 

𝜕𝑓
𝜕𝒓 ∙ 𝛿𝒓 ൌ 0.                                              ሺП. 2ሻ 

Здɟɫɶ ɩɪɢɪаɳɟɧɢɟ 𝛿𝒓 ɪадɢɭɫа-вɟɤɬɨɪа ɬɨɱɤɢ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨваɧɧɨɦ 
вɪɟɦɟɧɢ. Уɪавɧɟɧɢɟ ሺП. 2ሻ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɨɟ ɭɪавɧɟɧɢɟ, 
ɤɨɬɨɪɨɦɭ ɩɨдɱɢɧɟɧɵ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ.  

Лɟгɤɨ ɨбɨбɳɢɬɶ ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧɧɵɟ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɹ ɧа ɫɢɫɬɟɦɭ 𝑁 
ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ, ɩɨдɱɢɧɟɧɧɵɯ 𝑛 гɨɥɨɧɨɦɧɵɦ ɫвɹɡɹɦ  

𝑓𝑘ሺ𝒓1, 𝒓2, … , 𝒓𝑁, 𝑡ሻ ൌ 0,     𝑘 ൌ 1,2,… , 𝑛. 

Таɤ, вɢɪɬɭаɥɶɧɵɦɢ  ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹɦɢ 𝛿𝒓𝑖 (𝑖 ൌ 1,2,… ,𝑁ሻ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ бɭдɭɬ 
ɦɵɫɥɟɧɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɦɨгɥɢ бɵ ɫɨвɟɪɲаɬɶ ɬɨɱɤɢ ɩɪɢ 
ɧаɥɨɠɟɧɧɵɯ ɧа ɧɢɯ ɫвɹɡɹɯ в ɪаɫɫɦаɬɪɢваɟɦɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ, а 
дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɟ ɭɪавɧɟɧɢɹ дɥɹ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɣ ɢɦɟɸɬ вɢд 

෍൬
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝒓𝑖

∙ 𝛿𝒓𝑖൰ ൌ 0,      𝑘 ൌ 1,2,… , 𝑛,
𝑁

𝑖=1

  

ɢɥɢ в ɩɪɨɟɤɰɢɹɯ ɧа ɨɫɢ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ 

෍൬
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖 ൅
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑦𝑖

𝛿𝑦𝑖 ൅
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑧𝑖

𝛿𝑧𝑖൰ ൌ 0,      𝑘 ൌ 1,2,… , 𝑛.
𝑁

𝑖=1

                  ሺП. 3ሻ 

Еɫɥɢ ɧа ɫɢɫɬɟɦɭ 𝑁 ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ ɧɟ ɧаɥɨɠɟɧɵ ɧɢɤаɤɢɟ ɫвɹɡɢ, а 
дɟɣɫɬвɭɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɡаɪаɧɟɟ ɡадаɧɧɵɟ ɫɢɥɵ, ɬɨ ɫɨгɥаɫɧɨ вɬɨɪɨɦɭ ɡаɤɨɧɭ 
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Нɶɸɬɨɧа ɦɟɠдɭ ɦаɫɫаɦɢ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ 𝑚𝑖, ɢɯ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹɦɢ 𝒓ሷ 𝑖 ɢ 
ɩɪɢɥɨɠɟɧɧɵɦɢ ɤ ɧɢɦ ɫɢɥаɦɢ 𝑭𝑖 ɢɦɟɸɬ ɦɟɫɬɨ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ
 

𝑚𝑖𝒓ሷ 𝑖 ൌ 𝑭𝑖,       𝑖 ൌ 1,2,… ,𝑁.                                   ሺП. 4ሻ  

Заɪаɧɟɟ ɡадаɧɧɵɟ ɫɢɥɵ 𝑭𝑖 ɧаɡɵваɸɬɫɹ активнɵми силами. Аɤɬɢвɧɵɟ ɫɢɥɵ 
ɨбɵɱɧɨ ɡадаɸɬɫɹ ɤаɤ ɮɭɧɤɰɢɢ вɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɢ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ ɬɨɱɟɤ 
ɫɢɫɬɟɦɵ.  

Пɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ ɫвɹɡɟɣ ɡаɤɨɧɵ двɢɠɟɧɢɹ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɟ 
ɪавɟɧɫɬваɦɢ ሺП. 4ሻ, ɦɨгɭɬ ɨɤаɡаɬɶɫɹ ɧɟɫɨвɦɟɫɬɢɦɵɦɢ ɫɨ ɫвɹɡɹɦɢ.  Пɨɷɬɨɦɭ 
ɫɱɢɬаɸɬ, ɱɬɨ ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɨ ɨɫɭɳɟɫɬвɥɟɧɧɵɟ ɫвɹɡɢ дɟɣɫɬвɭɸɬ ɧа ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɟ 
ɬɨɱɤɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɧɟɤɨɬɨɪɵɦɢ дɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɦɢ ɫɢɥаɦɢ 𝑹𝑖 ሺ𝑖 ൌ 1,2,… ,𝑁). Эɬɢ 
ɫɢɥɵ ɧɨɫɹɬ ɧаɡваɧɢɟ реакɰий свɹзей

. Сɢɥɵ 𝑹𝑖 ɬаɤɨвɵ, ɱɬɨ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ, 
ɨɩɪɟдɟɥɹɟɦɵɟ ɢɡ ɭɪавɧɟɧɢɣ  

𝑚𝑖𝒓ሷ 𝑖 ൌ 𝑭𝑖 ൅ 𝑹𝑖,       𝑖 ൌ 1,2,… ,𝑁, 

ɭɠɟ дɨɩɭɫɤаɸɬɫɹ ɫвɹɡɹɦɢ. Пɨ ɫɭɬɢ дɟɥа, 𝑹𝑖 � ɷɬɨ ɫɢɥɵ, ɫ ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɬɟɥа, 
ɨɫɭɳɟɫɬвɥɹɸɳɢɟ ɫвɹɡɢ (ɫɬɟɪɠɧɢ, ɧɢɬɢ, ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɢ ɬ.ɩ.), дɟɣɫɬвɭɸɬ ɧа 
ɬɨɱɤɢ ɫɢɫɬɟɦɵ. Нɨ, в ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ аɤɬɢвɧɵɯ ɫɢɥ, ɫɢɥɵ ɪɟаɤɰɢɢ ɫвɹɡɟɣ ɧɟ ɡадаɧɵ 
ɢɡɧаɱаɥɶɧɨ, а ɩɨдɥɟɠаɬ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ. 

Оɫɧɨвɧаɹ ɡадаɱа дɢɧаɦɢɤɢ ɧɟɫвɨбɨдɧɨɣ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ 
гɨɥɨɧɨɦɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ ɫɨɫɬɨɢɬ в ɫɥɟдɭɸɳɟɦ: ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ ɨɬɵɫɤаɬɶ ɡаɤɨɧ 
двɢɠɟɧɢɹ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɫɢɥɵ ɪɟаɤɰɢɢ ɫвɹɡɟɣ ɩɨ ɡадаɧɧɵɦ 
аɤɬɢвɧɵɦ ɫɢɥаɦ ɢ ɡадаɧɧɵɦ ɭɪавɧɟɧɢɹɦ гɨɥɨɧɨɦɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ. Эɬа ɡадаɱа 
ɫвɨдɢɬɫɹ ɤ ɫɨвɦɟɫɬɧɨɦɭ ɪɟɲɟɧɢɸ ɭɪавɧɟɧɢɣ двɢɠɟɧɢɹ ɢ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɫвɹɡɟɣ 
(ɫɱɢɬаɟɦ, ɱɬɨ ɦɟɯаɧɢɱɟɫɤаɹ ɫɢɫɬɟɦа ɫɨдɟɪɠɢɬ 𝑁 ɦаɬɟɪɢаɥɶɧɵɯ ɬɨɱɟɤ ɢ ɧа ɧɟɟ 
ɧаɥɨɠɟɧɨ 𝑛 гɨɥɨɧɨɦɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ)   

𝑚𝑖𝒓ሷ 𝑖 ൌ 𝑭𝑖 ൅ 𝑹𝑖,       𝑖 ൌ 1,2,… ,𝑁;
𝑓𝑘ሺ𝒓1, 𝒓2, … , 𝒓𝑁, 𝑡ሻ ൌ 0,     𝑘 ൌ 1,2,… , 𝑛.

                     ሺП. 5ሻ 

                                           

 Еɫɥɢ ɧа ɤаɤɭɸ-ɬɨ ɬɨɱɤɭ 𝑖 дɟɣɫɬвɭɟɬ ɫɪаɡɭ ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ ɫɢɥ, ɬɨ ɩɨд 𝑭𝑖 ɩɨɧɢɦаɟɬɫɹ 

ɪавɧɨдɟɣɫɬвɭɸɳаɹ ɷɬɢɯ ɫɢɥ.  



 Пɪɢ ɧаɥɢɱɢɢ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɯ ɫвɹɡɟɣ, дɟɣɫɬвɭɸɳɢɯ ɧа ɬɨɱɤɭ ɫ ɧɨɦɟɪɨɦ 𝑖, 𝑹𝑖 ɟɫɬɶ 
ɪавɧɨдɟɣɫɬвɭɸɳаɹ вɫɟɯ ɪɟаɤɰɢɣ ɫвɹɡɟɣ. 
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Пɪɟдɩɨɥагаɟɬɫɹ ɬаɤɠɟ, ɱɬɨ ɡадаɧɵ ɧаɱаɥɶɧɵɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɢ ɧаɱаɥɶɧɵɟ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɬɨɱɟɤ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɫɨвɦɟɫɬɢɦɵɟ ɫɨ ɫвɹɡɹɦɢ. 

Сɢɫɬɟɦа ሺП. 5ሻ ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ ɫɨбɨɣ ɫɢɫɬɟɦɭ 3𝑁 ൅ 𝑛 ɫɤаɥɹɪɧɵɯ 
ɭɪавɧɟɧɢɣ, ɫɨдɟɪɠаɳɢɯ 6𝑁 ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ – ɩɪɨɟɤɰɢɣ вɟɤɬɨɪɨв 𝒓𝑖 ɢ 
𝑹𝑖 ɧа ɤɨɨɪдɢɧаɬɧɵɟ ɨɫɢ. Еɫɥɢ 𝑛 ൌ 3𝑁, ɬɨ ɭɪавɧɟɧɢɹ ɫвɹɡɟɣ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ 
ɨɩɪɟдɟɥɹɸɬ двɢɠɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɩɨɷɬɨɦɭ даɧɧɵɣ ɫɥɭɱаɣ ɨɫɨбɨгɨ ɢɧɬɟɪɟɫа ɧɟ 
ɩɪɟдɫɬавɥɹɟɬ. С дɪɭгɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ, ɟɫɥɢ 𝑛 ൏ 3𝑁 , ɬɨ ɫɮɨɪɦɭɥɢɪɨваɧɧаɹ вɵɲɟ 
ɡадаɱа ɹвɥɹɟɬɫɹ ɧɟɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɣ, ɬаɤ ɤаɤ ɱɢɫɥɨ ɩɨдɥɟɠаɳɢɯ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɸ 
вɟɥɢɱɢɧ бɨɥɶɲɟ ɢɦɟɸɳɢɯɫɹ ɭɪавɧɟɧɢɣ. Дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɡадаɱɢ в ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ, 
ɧɟɨбɯɨдɢɦɨ ɢɦɟɬɶ ɤаɤɢɟ-ɬɨ дɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɟ 6𝑁 െ ሺ3𝑁 ൅ 𝑛ሻ ൌ 3𝑁 െ 𝑛 
ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ ɦɟɠдɭ ɢɫɤɨɦɵɦɢ вɟɥɢɱɢɧаɦɢ. Эɬɢ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ 
ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ, ɟɫɥɢ ɨгɪаɧɢɱɢɬɶɫɹ ваɠɧɵɦ ɤɥаɫɫɨɦ идеалɶнɵɯ свɹзей.   

Свɹɡɢ ɧаɡɵваɸɬɫɹ ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ, ɟɫɥɢ ɫɭɦɦа ɪабɨɬ ɪɟаɤɰɢɣ ɷɬɢɯ ɫвɹɡɟɣ 
ɧа ɥɸбɵɯ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹɯ вɫɟгда ɪавɧа ɧɭɥɸ, ɬɨ ɟɫɬɶ ɟɫɥɢ   

෍ሺ𝑹𝑖 ∙ 𝛿𝒓𝑖ሻ
𝑁

𝑖=1

ൌ 0.                                                  ሺП. 6ሻ 

Оɱɟвɢдɧɨ, ɱɬɨ ɩɨд ɷɬɨ ɨɩɪɟдɟɥɟɧɢɟ ɩɨɩадаɸɬ вɫɟ ɫвɹɡɢ бɟɡ ɬɪɟɧɢɹ. Таɤ, 
ɧаɩɪɢɦɟɪ, абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤаɹ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶ ɢɥɢ абɫɨɥɸɬɧɨ гɥадɤаɹ ɥɢɧɢɹ 
ɹвɥɹɸɬɫɹ ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ дɥɹ ɱаɫɬɢɰɵ. Вɫɟ вɢɪɬɭаɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ 
ɬɨɱɤɢ ɫ ɬаɤɢɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ ɧаɩɪавɥɟɧɵ ɩɨ ɤаɫаɬɟɥɶɧɵɦ ɤ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɢ ɢɥɢ ɥɢɧɢɢ, 
а ɫɢɥɵ ɪɟаɤɰɢɢ – ɩɨ ɧɨɪɦаɥɹɦ ɤ ɧɢɦ.  Пɨɷɬɨɦɭ вɫɟ ɫɤаɥɹɪɧɵɟ ɩɪɨɢɡвɟдɟɧɢɹ в 
(П.6) бɭдɭɬ ɪавɧɵ ɧɭɥɸ. В ɬɨ ɠɟ вɪɟɦɹ ɢ ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɫвɹɡɢ ɫ ɬɪɟɧɢɟɦ ɬаɤɠɟ 
ɹвɥɹɸɬɫɹ ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ. К ɩɪɢɦɟɪɭ, ɲɟɪɨɯɨваɬаɹ ɩɨвɟɪɯɧɨɫɬɶ дɥɹ ɬɟɥ 
(ɤаɬɤɨв), ɤаɬɹɳɢɯɫɹ ɩɨ ɧɟɣ бɟɡ ɩɪɨɫɤаɥɶɡɵваɧɢɹ. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ 
ɫɨɩɪɢɤɨɫɧɨвɟɧɢɟ ɩɪɨɢɫɯɨдɢɬ в ɨдɧɨɣ ɬɨɱɤɟ ɢɥɢ ɩɨ ɨдɧɨɣ ɥɢɧɢɢ. Вɢɪɬɭаɥɶɧɵɟ 
ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ в ɬɨɱɤаɯ ɫɨɩɪɢɤɨɫɧɨвɟɧɢɹ в ɤаɠдɵɣ ɦɨɦɟɧɬ вɪɟɦɟɧɢ ɪавɧɵ 
ɧɭɥɸ, ɬаɤ ɤаɤ ɪавɧɵ ɧɭɥɸ ɫɤɨɪɨɫɬɢ в ɬɨɱɤаɯ ɫɨɩɪɢɤɨɫɧɨвɟɧɢɹ. Заɤɪɟɩɥɟɧɧɵɟ 
ɬɨɱɤɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɨ ɨɬдɟɥɶɧɨɫɬɢ ɹвɥɹɸɬɫɹ ɫвɹɡɹɦɢ ɢдɟаɥɶɧɵɦɢ, ɬаɤ ɤаɤ ɢɯ 
вɢɪɬɭаɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɹ ɪавɧɵ ɧɭɥɸ. Пɪɢвɟдɟɧɧɵɟ ɩɪɢɦɟɪɵ, бɟɡɭɫɥɨвɧɨ, 
ɧɟ ɢɫɱɟɪɩɵваɸɬ вɟɫɶ ɤɥаɫɫ ɢдɟаɥɶɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ, ɧɨ ɩɨɤаɡɵваɸɬ вɟɫɶɦа бɨɥɶɲɭɸ 
ɟгɨ ɨбɳɧɨɫɬɶ.  
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Уɫɥɨвɢɟ ɢдɟаɥɶɧɨɫɬɢ ɫвɹɡɟɣ ሺП. 6ሻ ɩɨɡвɨɥɹɟɬ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɧɟдɨɫɬаɸɳɢɟ  
ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ дɥɹ ɧаɯɨɠдɟɧɢɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɡадаɱɢ ሺП. 5ሻ. Чɬɨбɵ ɷɬɨ ɩɨɤаɡаɬɶ 
ɡаɩɢɲɟɦ ɭɪавɧɟɧɢɟ  ሺП. 6ሻ в ɩɪɨɟɤɰɢɹɯ ɧа ɨɫɢ дɟɤаɪɬɨвɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ: 

෍൫𝑅𝑖𝑥𝛿𝑥𝑖 ൅ 𝑅𝑖𝑦𝛿𝑦𝑖 ൅ 𝑅𝑖௭𝛿𝑧𝑖൯
𝑁

𝑖=1

ൌ 0,                      ሺП. 7ሻ 

гдɟ 𝑅𝑖𝑥, 𝑅𝑖𝑦, 𝑅𝑖௭ – ɩɪɨɟɤɰɢɢ 𝑹𝑖 ɧа ɨɫɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɤɨɨɪдɢɧаɬ. Сɪɟдɢ 3𝑁 
вɢɪɬɭаɥɶɧɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɣ 𝛿𝑥𝑖, 𝛿𝑦𝑖, 𝛿𝑧𝑖 в ɫɢɥɭ ɭɫɥɨвɢɹ ሺП. 3ሻ ɢɦɟɟɬɫɹ 𝑛 
ɡавɢɫɢɦɵɯ ɩɟɪɟɦɟɳɟɧɢɣ ɢ 𝑠 ൌ 3𝑁 െ 𝑛 ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ (𝑠 – ɱɢɫɥɨ ɫɬɟɩɟɧɟɣ 
ɫвɨбɨдɵ). Пɨɷɬɨɦ в ɪавɟɧɫɬвɟ ሺП. 7ሻ ɦɨɠɧɨ вɵɪаɡɢɬɶ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ሺП. 3ሻ 𝑛 
ɡавɢɫɢɦɵɯ вɟɥɢɱɢɧ 𝛿𝑥𝑖, 𝛿𝑦𝑖, 𝛿𝑧𝑖 ɱɟɪɟɡ 𝑠 ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ ɢ ɩɪɢɪавɧɹɬɶ ɧɭɥɸ 
ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ ɩɪɢ ɷɬɢɯ ɧɟɡавɢɫɢɦɵɯ вɟɥɢɱɢɧаɯ. В ɪɟɡɭɥɶɬаɬɟ ɩɨɥɭɱɢɦ 
ɧɟдɨɫɬаɸɳɢɟ 𝑠 ൌ 3𝑁 െ 𝑛 ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ, бɥагɨдаɪɹ ɤɨɬɨɪɵɦ ɨɫɧɨвɧаɹ ɡадаɱа 
дɢɧаɦɢɤɢ ɧɟɫвɨбɨдɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ гɨɥɨɧɨɦɧɵɦɢ ɫвɹɡɹɦɢ ɫɬаɧɨвɢɬɫɹ 
ɨɩɪɟдɟɥɟɧɧɨɣ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɱɢɫɥɨ ɭɪавɧɟɧɢɣ ɢ ɱɢɫɥɨ ɧɟɢɡвɟɫɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ в 
ɷɬɨɦ ɫɥɭɱаɟ ɫɨвɩадаɸɬ. Иɦɟɧɧɨ ɫ ɷɬɢɦ ɨбɫɬɨɹɬɟɥɶɫɬвɨɦ ɫвɹɡаɧа ваɠɧɨɫɬɶ 
ɤɥаɫɫа ɢдɟаɥɶɧɵɯ ɫвɹɡɟɣ. 

Пɪɢɥɨжеɧɢе 2. Дɢɮɮеɪеɧɰɢаɥɶɧɵе ɨɩеɪаɰɢɢ в 
ɤɪɢвɨɥɢɧеɣɧɵɯ ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ  

С ɩɨɦɨɳɶɸ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨв Лаɦɟ ɦɨɠɧɨ ɡаɩɢɫаɬɶ вɵɪаɠɟɧɢɹ дɥɹ 
дɢɮɮɟɪɟɧɰɢаɥɶɧɵɯ ɨɩɟɪаɬɨɪɨв в ɨɪɬɨгɨɧаɥɶɧɵɯ ɤɪɢвɨɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɨɪдɢɧаɬаɯ 
(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3ሻ. В ɱаɫɬɧɨɫɬɢ, дɥɹ ɫɤаɥɹɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 𝐹ሺ𝑞1, 𝑞2, 𝑞3ሻ ɢ вɟɤɬɨɪɧɨɣ 
ɮɭɧɤɰɢɢ 𝑨ሺ𝑞1, 𝑞2, 𝑞3ሻ: 

grad𝐹 ൌ
1
ℎ1
𝜕𝐹
𝜕𝑞1

𝒆1 ൅
1
ℎ2
𝜕𝐹
𝜕𝑞2

𝒆2 ൅
1
ℎ3
𝜕𝐹
𝜕𝑞3

𝒆3, 

div𝑨 ൌ
1

ℎ1ℎ2ℎ3
൤
𝜕
𝜕𝑞1

ሺℎ2ℎ3𝐴1ሻ ൅
𝜕
𝜕𝑞2

ሺℎ1ℎ3𝐴2ሻ ൅
𝜕
𝜕𝑞3

ሺℎ1ℎ2𝐴3ሻ൨, 

rot𝑨 ൌ
1

ℎ1ℎ2ℎ3
ተተ

ℎ1𝒆1 ℎ2𝒆2 ℎ3𝒆3
𝜕
𝜕𝑞1

𝜕
𝜕𝑞2

𝜕
𝜕𝑞3

ℎ1𝐴1 ℎ2𝐴2 ℎ3𝐴3

ተተ ൌ
𝒆1
ℎ2ℎ3

ቈ
𝜕ሺℎ3𝐴3ሻ
𝜕𝑞2

െ
𝜕ሺℎ2𝐴2ሻ
𝜕𝑞3

቉ ൅ 
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൅
𝒆2
ℎ1ℎ3

ቈ
𝜕ሺℎ1𝐴1ሻ
𝜕𝑞3

െ
𝜕ሺℎ3𝐴3ሻ
𝜕𝑞1

቉ ൅
𝒆3
ℎ1ℎ2

ቈ
𝜕ሺℎ2𝐴2ሻ
𝜕𝑞1

െ
𝜕ሺℎ1𝐴1ሻ
𝜕𝑞2

቉. 

В декартовɵɯ координатаɯ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ: 

ℎ1 ൌ ℎ2 ൌ ℎ3 ൌ 1, 

grad𝐹 ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝑥 𝒆𝑥 ൅

𝜕𝐹
𝜕𝑦 𝒆𝑦 ൅

𝜕𝐹
𝜕𝑧 𝒆௭, 

div𝑨 ൌ
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥

൅
𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑦

൅
𝜕𝐴௭
𝜕𝑧
, 

rot𝑨 ൌ ተተ

𝒆𝑥 𝒆𝑦 𝒆௭
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴௭

ተተ ൌ 

ൌ ቆ
𝜕𝐴௭
𝜕𝑦 െ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 ቇ𝒆𝑥 ൅ ൬

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝑥 ൰ 𝒆𝑦 ൅ ቆ

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 െ

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 ቇ𝒆௭. 

В ɰилиндриɱескиɯ координатаɯ ሺ𝜌, 𝜑, 𝑧ሻ: 

ℎ1 ൌ ℎ𝑟 ൌ 1,   ℎ2 ൌ ℎఝ ൌ 𝜌,   ℎ3 ൌ ℎ௭ ൌ 1, 

grad𝐹 ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝜌 𝒆ఘ ൅

1
𝜌
𝜕𝐹
𝜕𝜑 𝒆ఝ ൅

𝜕𝐹
𝜕𝑧 𝒆௭, 

div𝑨 ൌ
1
𝜌
𝜕൫𝜌𝐴ఘ൯
𝜕𝜌 ൅

1
𝜌
𝜕𝐴ఝ
𝜕𝜑 ൅

𝜕𝐴௭
𝜕𝑧 , 

rot𝑨 ൌ
1
𝜌 ተ
ተ

𝒆ఘ 𝜌𝒆ఝ 𝒆௭
𝜕
𝜕𝜌

𝜕
𝜕𝜑

𝜕
𝜕𝑧

𝐴ఘ 𝜌𝐴ఝ 𝐴௭

ተተ ൌ
1
𝜌 ቆ
𝜕𝐴௭
𝜕𝜑 െ

𝜕൫𝜌𝐴ఝ൯
𝜕𝑧 ቇ𝒆ఘ ൅ 

൅ቆ
𝜕𝐴ఘ
𝜕𝑧 െ

𝜕𝐴௭
𝜕𝜌 ቇ𝒆ఝ ൅

1
𝜌 ቆ
𝜕൫𝜌𝐴ఝ൯
𝜕𝜌 െ

𝜕𝐴ఘ
𝜕𝜑 ቇ𝒆௭.  

В сɮериɱескиɯ координатаɯ ሺ𝑟, 𝜃, 𝜑ሻ: 

ℎ1 ൌ ℎ𝑟 ൌ 1,   ℎ2 ൌ ℎఏ ൌ 𝑟,   ℎ3 ൌ ℎఝ ൌ 𝑟 sin 𝜃, 
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grad𝐹 ൌ
𝜕𝐹
𝜕𝑟 𝒆𝑟 ൅

1
𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝜃 𝒆ఏ ൅

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐹
𝜕𝜑 𝒆ఝ, 

div𝑨 ൌ
1
𝑟2
𝜕ሺ𝑟2𝐴𝑟ሻ
𝜕𝑟 ൅

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕ሺsin𝜃 𝐴ఏሻ
𝜕𝜃 ൅

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴ఝ
𝜕𝜑 , 

rot𝑨 ൌ
1

𝑟2 sin 𝜃 ተ
ተ

𝒆𝑟 𝑟𝒆ఏ 𝑟 sin 𝜃 𝒆ఝ
𝜕
𝜕𝑟

𝜕
𝜕𝜃

𝜕
𝜕𝜑

𝐴𝑟 𝑟𝐴ఏ 𝑟 sin 𝜃 𝐴ఝ

ተተ ൌ
1

𝑟 sin 𝜃 ቆ
𝜕൫sin 𝜃 𝐴ఝ൯

𝜕𝜑 െ
𝜕𝐴ఏ
𝜕𝜑 ቇ𝒆𝑟 ൅ 

൅
1
𝑟 ቆ

1
sin 𝜃

𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜑 െ

𝜕൫𝑟𝐴ఝ൯
𝜕𝑟 ቇ𝒆ఏ ൅

1
𝑟 ቆ
𝜕ሺ𝑟𝐴ఏሻ
𝜕𝑟 െ

𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜃 ቇ𝒆ఝ. 
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